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1 تمهيد: 

ظهرت الموترات (أو الممتدات 5مو,ع1) منذ أن بدأ تطور الطندسسة 
التفاضلية وذلك عن طريق علماء أفذاذ مثل حاوس وريعمان وكريستفل 
ومس فيان ا ترات از أا الان اللىي و فة على هذا اله 
کان على يد ريتشي وطالبه ليفي سيفيتا. 

ولقد بنى هذا العلم على تحريات حول العلاقات الي تبقى صالحة عندما 
يتم التغير من منظومة إحداثيات إلى منظومة أحرى» وهذه هي الوظيفة 
الأساسية هذا الفرع من الرياضات. أي أن الهدف هو أيجاد إطار يتم من 
خلاله صياغة مثل هذه العلاقات والقوانين. نذكر مثلاً أن آينشتين وجد 
حسبان الموترات أداة حيدة لتقديم النظرية النسبية العامة» وهذا ما سنوضحه 
بشيع من التفصيل في الفصل الأخير من هذا الكتاب. 

هذا ابمحال» أي حال حسبان الموترات» أصبح ذي أهمية بالغة في الفيزياء 
النظرية» هذا أيضا أمر سنوضحه من خلال أمثله كثيرة فيما بعد. كذلك لا 
مكننا الاستغناء عن حسبان الموترات عند دراستنا للهندسة التفاضلية. 


وكبداية لدراسة حسبان الموترات نفزض أن الطالب قد تعرض لدراسة 
المحددات والمصفوفات. 


1 الفضاء نونى البعد (N - Dimensional space)‏ 
ليكن لدينا مجموعة مرتبة ١‏ من المتغيرات الحقيقية (×, ... ×, ...× ,لزاع 
هذه المتغيرات نسميها بإحداثيات نقطة. نلاحظ أن الأرقام /ا, ... , 2 ,1 =¡ 

هنا تعمل كدليل للاحداثيات وليست كقوى. 


: حساب الموترات وتطببقاتهآ سسس 


وكل النقاط الي تماثل قيم المتغيرات أن تكون ما نسميه بالفضاء نوني البعد 
(أو ذي البعد ۸) ونرمز له بالرمز ۷. ويمكن اشتراط مدى معين لبعض أو 
كل هذه الإحدائيات وذلك في تناظر احادي (One - One Correspondense)‏ 
بين نقاط ,۷ ومجموعات من الإاحداثيات. 


والمنحنى (ءنديت) في ,۷ يعرف على أنه النقاط الى تحقق ١‏ من المعادلات 
التالية: 


(u) (i= 1, 2, ... , N) (1.1)‏ ندع نر 


وحيث ل بارامتز و (7]) د هي N‏ من الدوال في ل تحقق شروط استمرارية 
معينة. ونطلب عموماء أن المشتقات تتواجد إلى أي رتبة نشاء. 


1 الفضاء الجزثى (6ءدموطد5) 

الفضاء الحزئي ,رلا (بحيث 37> 34) من الفضاء ,1 يعرف على أنه المجموعة 
الى تحقق N‏ من المعادلات: 

xi = x (U, U, ...,U) (i=1L2,...., N) (2.1) 

وحيث "لا , ... , 17 , نآ هي ۸ من البارامترات» كما أن ( U“‏ ...., 'لا) لد 
هى N‏ من الدوال في هذه البارمترات وال تحقق شروط استمرارية معينة. 

2 ل‎ i 0 2 

اضافة إلى ذلك المصفوفة المكونة من المشتقات الجحزئية و 
۷× 14 تعتبر من الرتبة 84 » وعندما يكون 1- ١‏ = 4 فإن الفضاء الجزئي 


يسمى بالسطح الزائدي .(Hyperspace)‏ 
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وعلى سبيل المثال لو أن 3 = N‏ » أي أننا نتعامل بالفضاء ثلاثي البعد رلاء 
وكانت المنظومة المستخدمة هي منظومة الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة» 
عندئذ فان × = أ » برع رن ع ع رفاو ر۷ وهو فضاء في المستوى» هو فضاء 
جزئي من ۷. وكذلك لو تعاملنا في ر۷ بالإحداثيات الكروية فإن م = “برء 
8 = × » م = تمد و ر۷ هو الفضاء الجزئي وحيث نتعامل عندئذ بالإحدائيات 
القطبية. والمنحنى في و۷ يمكن أن يكون البارامتر فيه هو الزمن /. 


1 تحويل الإحداثيات 2 Tronsformation of Co-ordinates‏ 
لتأخذ 2 الاعتبار الفضاء ,17 .كنظومة الإحداثيات (" , ... , #, ادم 
ولو أن: 
N) )3.1(‏ , ... , 1,2 ع غ) ‏ ),..,# (f,‏ أو x=‏ 
حیث “و هي دوال مستمرة وقابلة للاشتقاق وذات قيمة مفردة 


»)single - valued)‏ عندئذ تكون هذه المعادلات معرفة لمنظومة إحداثيات 
حدیدة: 


( "× , ... , #2 ,'#عء والمعادلة (3.1) يقال عنها بأنها تمفل تحويله في 
الإحداثيات. 


من المهم ملاحظة أن الدوال ام مستقلة عن بعضها البعض. والشرط 
الضروري والكافي لكي يحدث ذلك هو أن يكون محدد التحويلة (الجاكوبي 
Jacobian‏ والمكون من المشتقات 7 لايساوي الصفرء وهذا بالطبع يمكننا 
أيضاً من ايجاد ند بدلالة '*. أي أننا نستطيع كتابة التحويلات: 


)4.1( 40 7,2 كنم )"¥ ,.., $ , أ ) لود نر 


لدبب ]صاب الموترات وتطبيقاتما د 


وحيث × هي أيضاً دوال مستمرة وقابلة للإشتقاق وذات قيمة ' 
مفردة. لوأحذنا على سبيل المقال منظومة الإحداثيات 
الاسطوانية ( أي أن م = ابر» ف = تمر» ج - ترم وأردنا التحويل إلى منظومة 
الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة : 

|« = ,5 ,ع ,2 ,2= ,%{ 
فإن معادلات التحويل هي : 
ترون ابرع 050نم حمر - 2 


2 : 1: 2 
10 =y=psin(=x sinx 
y= م‎ 060 5.1) 


X53 =7 =× 


وحاكوبي التحويلة في هذه الحالة يساوي م وهو أكبر من الصفر لنقاط 
التحويلة. 


x3 (oz) 


x (oy) 


x (ox) 
الشكل (1.1) الاحداثيات الكارتيزية المتعامدة‎ 
وبصدد الحديث عن منظومات الإحداثيات نعرج قليلا للحديث عن هذه‎ 


المنظومات في صورة أعم وأشمل وحيث ندرس ما نسميها بالإحداثيات الخطية 
المنحنية )€Curvilinear coordinates)‏ فنئحن نعلم بأنه ف حالة الإحدائيات 


|الفصل اللەل:ەقەمة سس 


الكارتيزية نقوم باحتيار ثلاثة محاور متعامدة في هذه المستويات بحيسث تتقاطع 
في نقطة الأصل [انظر الشكل (1.1)]؛ ونلاحظ أن ۾ = # هو مستوى يوازي 
الستوى 2ر وعلى بعد ۾ منه» كذلك ط = تر هو مستوى يوازي المستوى 
تبر ابر وعلى بعد ط منه» بالمثل المستوى ء = تبر هو مستوى مواز للمستوى 2 '× 
وعلى بعد م منه. 


نعمم ونأحذ في الاعتبار ثلاثة سطوح [ ليست بالضرورة أن تكون 
متعامدة الشكل (2.1)]؛ والسطوح ذات العلاقة هنا هي: 


(i= 1, 2, 3( )6.1(‏ ثابت = أي 
(أو ثابت -). ومن حيث المبدأ نستطيع أن نحصل على التحويلات:- 

(i=1,2, 3) (7.1)‏ (نو , و , أو) × = ير 
وكذلك التحويلات العكسية: 


i=1 2, 3(‏ (#, مر , أو) أو = أو 





الشكل (2.2) الإحداثيات الخطية المنحنية 


« 


. حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


لاحظ أننا هنا نناقش منظومات احداثيات في الفضاء ر۷ ولكل عائلة 
سطوح (ثابت = أو) نعين وحدة متجه 9 يكون عموديا على السطح في اتحاه 
زيادة أن (مثلا =i‏ ,م هو وحلة متجه في الاتحاه بعرم أي ي اتحاه زيادة ار 
وعمودي على السطح ه = 'بد؛ أي عمودي على السطح × 2). 

ولكن نحن نعلم أن طول المنحنى وه في و۷ هو كمية لازمة (لا متغير 
(Invariant‏ > أي أنه لا يعتمد على منظومة الإحداثيات المستخدمة 5 حسابه. 
فمثلا البعد بين نقطتين في المستوى ثابت ولا يتغير إذا ما حسبناه في 
الإحداثيات الكارتيزية أو في الإحداثيات القطبية. 


وهذه الخاصية تمكننا من الحصول على التحويلات المطلوبة بين منظومة 
احداثيات وأخرى وبالتالي حساب الموترات المتجهية التفاضلية مثل التدرج 
والانحدار (Gradient)‏ والانفراج أو التباعد (ءءمعومعةض©) واللفة أو الالتفاف 
(ا»٥)‏ بدلالة الإحداثيات الخطية المنحنية؛ غير أنه سوف نرجا الخوض في هذه 
المواضيع حتى الوصول إلى دراسة فضاء ركان .(Riemannian Space)‏ 


5.1 الجمع الاصطلاحي (Summation Convention)‏ 
في هذا الكتاب سوف نصطلح على ما يلي: 
أولا:- 
الأدلة اللاتينية (وءءن4م1 «نلم1) مثل: 
kS,‏ إذا ما استعملت كأدلة تحتية أو علوية فإنها 


تأحذ كل القيم من 1 إلى ۸ إلا إذا نص على غير ذلك أي أنه عندما نكتب: 


(8.1) رد ... ,د لمم أن دا 
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فإننا نعئي أنه لدينا ۸ من المعادلات أو أن 





ثانيا: 


N N 
على صورة‎ PILE 3 Qi ×' على صورة‎ 3a; x الدليل. أي أننا نكتب‎ 
1ز‎ i=] 


N n 
ره ¥ . وحيث أن ره ر = × هر فإن نر به نفس الكمية أ × زه ونفس‎ 


i =1 j=1 


الكمي ة د به» وهذا يعبي أن i‏ متغير دمية (Dummy Variable)‏ وعكن 
الاستعاضة عنه بالدليل ز أو 4 أو أي دليل لاتين آحر ولا يتأثر الدمع بل يبقى 


الآن لو فاضلنا المعادلات (8.7) فإننا نحصل على:- 








1 N dp N dF 
4322 = dx = dx (i=l,2,..,N 9.1 
ED ل لي‎ ( (20 


وباستخدام الجمع الإصطلاحي نكتب )9.1( على الصورة: 


>i 


)10.1( و د 
dx‏ 


وحيث م هنا متغير دمية» كما أسلفناء ومككن استبداله بأي دليل لاتيئ 
آخر. أي أن: 


- حساب الموترات وتطبيقاتهاً سس 


dx dzi 
ابول س = ابول س = ارول‎ 11.1 
dx dx 4 





dxi= 0¥‏ 
dx”‏ 
N 3 N 2‏ 
حتى لا يحدث حاط بالأمور. مشلا نكتب الحدين a»)‏ و a‏ 
j=1‏ 


i=] 


على الصورتين × × زه به 3 "ر ار رېه ره © على التوالي. 


ولا نكتبها على الصورتين “د ديه به و ار أ ر ار ږه به ,ه. 


)1.1( مثال‎ 
N N- 
م فاكشف عن مدى‎ = (kar) إذا كان لدينا الكمية | أ8 رط‎ 
i=l j=1 
صحة المعادلات الموالية:‎ 
F =a, Tb, SS => F = a; Tb; Si - Î 


¬ 1183 رطره ع F‏ د- “قرط F=a,T'‏ 


الحل: 
من المعطيات المثال نلاحظ أن:- 
أ- المعادلة صحيحة وذلك بإستخدام الجمع الاصطلاحي. 
ب- تكون هذه المعادلة صحيحة فقط إذا كان رطأ = أ1 رط. 
ح- هذه العبارة صحيحة لأن ¡ » ز متغيرات دمية وعكن جعل م ب او 
وح زر في الفقرة (أ). 


الفصل الأول: مقدمة 13 





د- المعادلة غير صحيحة وذلك لأنها لا تعطي نفس الناتج» كما أن 
الدليل م ظهر ثلاثة مرات في حد واحد وهذا غير حبذ بل وغير 


مثال (2.1) 
7[ 1- 1 
إذا كان |1 0 2|= )1( و )1,0,1-( = (a)‏ 
3 1- 2 


فأحسب الكميات التالية:- 


a' ب- 1 أو‎ a 1 أ-‎ 
a Tj د‎ Ti سح‎ 
الحل:‎ 
a' T;; = a Tı; + @ T2; + ثم‎ T;; = -1 (Tj) + 0 (T+ ;) + (T3 ;) | 


وتعتمد القيمة على قيمة ن فمثلا لو أن [ = تر فإن: 
1= 2+ [ل- =-Ty + T=‏ ]1 أن 
وبا مئل لو أن 2 = زفإن: 
0 = )1-( + )1-( - = رو + ور - = T;2‏ أه 


كما أن 2 > 3 + [- = T;g = - Tyg + Tg‏ أو 


4 حساب الموترات وتطبيقاتها سسب 


a' dT, = a’ (a 1, + a ته + رر1‎ T3) ب-‎ 
= (a a T,, + aڑ ثم + رو1 أن‎ a' T;,) 
+ (a a رر1‎ + 42 a (د1 ته @ + ر1‎ 
(a a Tı + a a (و1 ثم ثم + و1‎ 
= (-1)(-1)1+0(-1)2 + 1 (-1)2 
+ ((-1) (0) (-1) + (0) (0) (0) + 1 (0) (-1) 
+ ((-1) (1) (1) + (0) (1) (1) + (1) (1) (3)). 


= 1 


Tı = Tı + T2 + ب ن 4 - 3 +0 + [ = وو1‎ 
ai T2j = a 12 + a T23 + د“ 123 ڏه‎ 

1- = )1( )1( + )0( )0( + )2( (1-) = 
نعرف الآن دلتا كرونكر )kronecker Delta)‏ 84 على النحو: 


1 k=j 
8 = 12.1 
ap 


ومن تعريف 6 نستنتج حواص مهمة مثلا: 
الم باق + ... + غم ؛ق + ... + Sf A + 6} A‏ = لم 86 
الم + ... + A + 0.A + ... + 1. A‏ 0< 


)13.1( “م = 
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ومن استقلالية المنظومة × نرى أن: 











EE 
4 
SEE (14.1) 
:)3.1( مثال‎ 
أوضح بأن:‎ 
k f 
2 2 -84 اق ب- إ8- إق أ8 ح-‎ N أ-‎ 
x dx 
الحل:‎ 
اح 7م - [ + ... +[ + رع 7ق +...+ 7ق + أق-أق‎ 


ب- نفترض أن #>: و ۸ى : عندئذ نحد أن: 
8y 5/7‏ + ...+ ...+ ع5 بق + ...+ f +O + .... + Sj j‏ 5= 5 أقة 
0 - 0 + ... +0 + ... +0 + ...+0 +0- 
ولو أن ۾ - : فإن: 
8F‏ بزة + ...+ f =8) +... + 58j‏ 6 
0-1 +...+[+...+0+0- 
وهذا يعن أن: 
ê‏ = 8 


ح- من (14.1) نحن نعلم بأن: 





لساب الموتوات وتطبيقاتها سس 


ولكن ('×)* = خر وبذلك لو استعملنا قاعدة السلسلة فإننا نحصل على 
المطلوب؛ 
أي أن: 


بعر 2۴ “عه _ “ده 
1 أرق 235 أبرم 





مثال (4.1) 


إذا كان 


فأوضح بأن 
0 = به Tı; a;‏ 


(Qi dj = Qj di (علما بأن‎ 


الحل: 
Tij 6: aj = - Tji ©: j = - Tıj Qj ©:‏ 
وذلك لأن :1 - = :3 و : و ز متغيرات دمي ولكن Tij Qi Qj‏ = به Tij aj‏ 
وبذلك فإن: 
Qj‏ به aj = - Tij‏ به Tij‏ 


أي أن 0 - هه ,27 ومنها نحد أن: 0 = Tij ©: aj‏ 


القصل الأول: مقدمة 


مثال (5.1) 


Te Skı = O0 ررق فأوضح بأن:‎ = Sji و‎ Tij = - Ti إذا كان‎ 


الحل: 
Tik Sk = - Tei Sik‏ - دويق ع1 
(وذلك من معطيات المسألة) ¢ ولأن1, م متغيرات دمي عليه فإن: 
TikSık = TiS ¢ kK +I‏ 
وبذلك فإن: 


NE Tı Skt‏ ع1 


أي أن: 0= ومنها نرى أن: Te Sk = O0‏ 
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1 المتجهات مخالفة التغاير والمتجهات موافقة التغاير 
Contravariant and covariant vectors‏ 
قبل أن نعطي تعريفا عاما ودقيقا للمتجهات مخالفة التغاير وتلك موافقة 
التغاير؛ دعنا نذكريا يحدث عند تحويل الإحداثيات. نحن نعلم حيدا بأن متجه 
الموضع في الإحداثيات الكارتيزية وني المستوى يعبر عنه با متجه م وحيث 
ز تمر + 1 بردم ولو أننا قمنا بدوران للمحاور بزاوية 6 فإننا نحصل على 
متجه الموضع + نسبة إلى المنظومة الحديدة من خلال العلاقة: 


x x )( cos وى‎ 
15.1 
زه‎ 00 06 sin@ 0 ( / 


أي أن: 
F' = x cos 0 + / sin 0 (16.1)‏ 
و 
cos 0 (17.1)‏ تر + 6 x sin‏ - = 22 
ومنها ترى أن: 
cos 0‏ د 0 sin‏ = 2 ندا 
جم dx @+× 5 3x‏ 


وهكذا نحصل على: 





1ج 1 
(18.1) 3 + ير تت داج 
77 ¡ :022 ري 


E (19.1)‏ ال = نر 
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هذا ونلاحظ أن: 
(J + (FF = (FF + (FF‏ 
ومثل هذه التحويللات تسمی بالتحويلات المتعامدة. 


الآن لو عممنا واعتبرنا أي متجه 4 في الاحداثيات الكارتيزية وقمنا 
بدوران للمحاور فإننا نصل إلى علاقات مماثلة بين ۸ و 4 وهي: 








1 ا أت 
A4 (20.1)‏ ع 24 = A!‏ 
35 2 
(21.1) 4 5+ ا = A2‏ 
XxX‏ 


هذا ونلاحظ أن س تمثل هنا جيوب التمام الاتجاهية للمحور بذهم نسبة 
2 
إلى ا مخور لبده. 
في ثلاثة أبعاد» وفي الإحداثيات الكارتيزية» يمكننا كتابة مركبات 4 في 


منظومة الإحداثيات الجديدة على النحو: 


)22.1 ا 


ا QF‏ 
وكما نوهنا فإن EF‏ 





هي حيوب التمام الا تحاهية للمحور o‏ نسبة 


للمحور أجه › وهي ما نرمز ها عادة با جموعة .(l,m, n}‏ 


2 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


الآن وبعد أن اعطينا هذه المقدمة السريعة عمًا عهدناه عن التحويلات 
المتعامدة (دورانات هنا) نعطي التعريفات العامة التالية للمتجهات مخالفة 
وموافقة التغاير» إن مجموعة من × من الدوال أ4 في الإحداثيات × تسمى 
ع ركبات متجه مخالف التغاير إذا تحولت تبعاً للمعادلات: 


Ai = 7 نم‎ )23.1( 





وذلك عندما تحول من المنظومة × إلى '# ويفهم من هذا أن أي × من 
الدوال يمكن اختيارها كمركبات لمتجه مخالف التغاير في منظومة الإحداثيات 
أ ؛ والمعادلات السابقة (23.1) تحدد المركبات في المنظومة الجديدة '# » 
وترى من (23.1) أن :- 








dx —, dx 2#‏ 
24.1 آھ ا ام لدت 
dx 4‏ “022 07 
dx“ dx E E 20000‏ 
ومن قاعدة السلسلة ترى ان 3= و 00 
وبذلك فإن: 
زم dx i kK‏ 
EFT =0 4 (25.1)‏ 
أي أن 
k dx —‏ 
)26.1( م ست = A‏ 
0 
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ومن العلاقات وڪ 





نلاحظ أن التفاضليات (21/276:/:415) ×4 تكون مركبات متجه حالف 
التغاير وم رکباته آي منظومة أحرى هي 5 ومباشرة ترى أن ل هو 
U4‏ 
أيضا متجه مخالف التغاير (وحيث u‏ بارامتر) ويسمى بالمتجه المماس 
)rrangent Vector)‏ ال منحنى )u(‏ أعد = أير. 
لنأحذ» الآن في الاعتبار تغير أخرا في الإحداثيات )أو 5 × ,2( "2 ,... 
عندئذ تكون المركبات الجديدة أ4 معطاة على النحو: 


j _ dx —; _QF QF 2_ى‎ 


: : A 
dx 023 dx" dx" 














(27.1) 


وحيث استعملنا قاعدة السلسلة للوصول إلى (27.1) وهذه العلاقة الأخيرة 
تفيد بأن المركبات الجديدة هى أيضا مركبات متجه مخالف التغاير وعليه 
نستنتج بأن تحويلات المتجهات مخالفة التغاير تكون زمرة (لام67). 


مثال (6.1) 
باستخدام منظومة الإحداثيات الكارتيزية في المستوى والإحداثيات 


القطبية» تحقق من أن متجه السرعة (ز,+) = « ليس ,كعتجه مخالف التغاير. 


3 حساب الموترات وتطبیقاتھا سس 





التحقيق ٠‏ - 
نلاحظ أن ×= أ× و رر = 2 مع × و0 = 32 وكذلك + = ارو 
زز = ر وعليه فإن: 
A dr.‏ 22 ,بن 02 
dx 2× dx dy‏ 
(f) =‏ 
r‏ 
كذلك نحد أن 
بر و 2 
XxX , dF a Eg O a‏ 








= زس + ړژ = + او 
ر + 2× dx dx dx dy‏ 


وهكذا نرى من النتيجة الأخيرة أن 3 ليس .عتجه مخالف التغاير. 


وللأهمية نلاحظ أن الدليل العلوي الواحد سوف نعي نه دائما متجهاً 
مخالف التغاير. وبذلك نرى أن الاحداثيات أ« تتصرف فقط كمركبات متجه 
مخالف التغاير إذا كانت التحويلة حطية» أي أنها من النوع: 





ES (28.1) 
dF, 
2 3 


ويكون 


الفصل الأول: مقدمة 23 





وف الحالة العامة ×= م لا تمشل مركبات متجه مخالف التغايرء أي 
أن × أ4 وإثبات ذلك نورهه من خلال اعطاء مثال مضاد 
.(Counter example)‏ 

لنعتبر أن منظومة الاحداثيات الكارتيزية المتعامدة هي المنظومة المستخدمة 
(× = ند ,برح ) وأن م - '× و0 =× هي منظومة الإحداثيات الجديدة 
(وال تمثل منظومة الإحداثيات القطبية في المستوى) عندئذ نلاحظ أن:- 


dx , 2# „, dr م2‎ 2+7 


3 ات سكت کہا 
dx 2x dx dp r‏ 
كما أن: 
x 85‏ 9 03 2 
ر dx dx dx‏ 
و = عر ول لاک کت - 
r r‏ 


وعليه من هذا المثال نرى أن في الحالة العامة لا يمكن المزم بأن ؛ × تمغل 


2 
م‎ J| × 

xX” = tan 8‏ و ر( )+( »)ل عاج 
x‏ 7 


وهي ليست من النوع (28.1). 


كمثال آحر لنأحذ المنظومة الأولى على أنها منظومة الإحداثيات الكارتيزية 
في ثلاثة أبعاد أي أن: ×= × برح روج ع ثير 


2 حساب الموترات وتطبیقاتھا سے 


والمنظومة الجديدة على أنها منظومة الإحداثيات الأسطوانية م = !× ,2 


© = 22 » ج =× ؛ عندئذ نرى أن: 








م0 م0 م0 3 dx 1 dx 2 dx‏ 
dx 2 x 2× E dy dz :‏ 
2 2 
#* = م =0+ ا 
وأن:- 
24 09 09 0 0 , 022 
کک + ر کے بير لد = تر مر س ا 
ل dx I EE E By‏ 
xy x‏ 
x‏ - 0ع 0=0+ E‏ 
كما أن:- 
5 02 02 ج83 و **0# ر„ 0# , 023 
ص 2 ا EFE‏ عن EF‏ 


[نلاحظ مرة أخرى هنا أن : 
2 
)+ ”( )ل = %5 و( tan‏ =£ و ¥ = دع 
XxX‏ 
وهي ليست من النوع (28.1)]. 


ونلاحظ أنه لو كانت التحويلة هى تحويلة الوحدة (أو التحويلة المحايدة) 
)Identity Transformation)‏ فإن × = × وهذه تحقق كونها مركبات متجه 
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برع أ لا تكون مركبات متجه مخالف التغاير في الحالة العامة. 
الآن بعد أن تعرضنا للحديث عن المتجهات مخالفة التغاير» نلتفت إلى 
النوع الثاني من التحويلات وتعطي التعريف التالي: 


إن × من الدوال 4 في # تمثل م ركبات متجه موافق التغاير (ri۵۸1۾۷٥C٤)؛‏ 
إذا تحولت طبقاً للمعادلات 


A; (29.1)‏ س 2,2 
عند تغير الإحداثيات من # إلى '#٭ . 


وبذلك فإنه يمكننا احتيار ١‏ من الدوال كمركبات في # والمعادلة (29.1) 
تعين المركبات ف المنظومة الجديدة. 


وبنفس الأسلوب السابق ترى أن: 


1 ل i‏ - 
(30.1) 000 1 اله الا 0 فنك 





وحيث استخدمنا قاعدة السلسلة للتؤصل إلى النتيجة 


چ2 _ 7ج 02 
مرق dF‏ برق 








ونلاحظ أن:- 


df @f dz 1 
ق ي‎ 07 





حساب الموترات وتطبيقاتها سه 


وبذلك فإن 4 ل م کات سه موافق تقار هذا اله ی 
Xx‏ 


بتدرج أو انحدار ۴ وسوف نعتبر دائما أن دليلا تحتيا واحدا يمثل متجها موافق 
التغاير (:4) » مثلا القوى المحافظة #» أي تلك الي يمكن اشتقاقها من دالة 
جهد لل تمثل متجها موافق التغاير [هناتكون F =-VV‏ أي أن 


dV 
= 


ملاحظة هامة: 
عندما تكون لدينا تحويلة من النوع: 
Xx = al, x” +b (32.1)‏ 


وحيث أ ثوابت» ليشي بالضرورة م رکبات متجه مخالف التغاير» و ai‏ 
ثوابت تحقق ,5= أ أم » فإنه لا فرق بين المتجهات مخالفة وموافقة التغاير. 
وذلك نوضحه كما يلى:- 
a; 3' =a} [aj, x" +b']=ai ai x” +a b,‏ 
x" + al b = x + ai bi (33.1)‏ ,5= 
ومنها نحد أن:- 


xX = a أ‎ +e (34.1) 


r 
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وهكذا ل 


57 35.1) 








أي أن المعادلة (23.7) والمعادلة (28.1) تقودان إلى نفس الشئ. 


1 اللوازم (اللامتغيرات 2٤‏ ۲"!) 
أن أي دالة 1 في الإحداثيات يد تسمى بكمية لازمة (أو لا متغير أو قياسي) 
نسبة إلى تحويلات الإحداثيات إذا حققت:- 
I - 1)36.1(‏ 
وحيث 7 هي قيمة 7 في منظومة الإحداثيات الجديدة '× . 


الآن بإستخدام مر كبات المتجهات مخالفة التغاير “4 وتلك موافقة التغاير ;8 
نكون المجوع :8 /4 » في الإحداثيات الجديدة نرى أن: 


j dx‏ 02 5 ارده 
3 ) - 








02 dx dx ; 
= : AB = س¬‎ AB 
dx d¥ * ترق‎ 1 
= 8 لم‎ 8, - A" ع8‎ )37.1( 


س حساب الموترات وتطببقاتها سس 


وهذا يعين أن :8 أ4 كمية لازمة أو لا متغيرة. لا متغير آخر هو:- 
=N )39.1(‏ 8 + .... + 3ق + أق = أق 


والذي ثل بعد الفضاء Vn‏ . 


نلاحظ أيضاً أنه لو أحذنا نيك = 4 و ك = ,8 فإن: 


x 
a عبن لك د‎ (40.1) 
dx 


وهي كمية قياسية أولا متغير. 


Tensors of Hihger order lale موترات من رتب‎ 1 

نتقدم في دراستنا للموترات ونعطي تعريفاً للموترات من الرتبة الثانية 
ولكي نقوم بذلك نرى أنه: 

لو كان لدينا 172 من الكميات على النحو: 

لح ذه = ألم وحيث ا8 و © هي مركبات متجهين مخالفي التغاير عندئذ 
ترف أن: 


, QF dF 02 QF 
o PCa يج‎ 4 (2 





وبشكل عام لو كان لدينا ۸۶ من الدوال أ بحيث تتحول حسب المعادلة 
(41.1) فإننا نسمى أأم .ع ركبات موتر مخالف التغاير من الرتبة الثانية» ولكن 
ذأ4 الآن ليس من الضروري أن يكون عبارة عن حاصل ضرب مركبات 
متجهين مخالفي التغاير. 
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نلاحظ أيضا أنه إذا كان: 
dx dx‏ 


a 42.1‏ 
560 “چچ رق "ا 





فإننا نسمي ر4 .عر كبات موتر موافق التغاير من الرتبة الثانية. 
بينما لو كان لدينا التحويلة: 


د 02 


0 )43.1( 








ع 
فإن 4 تمثل مركبات موتر مختلط همع 60خ841) من الرتبة الثانية. 
وهكذا نخلص إلى نتيجة مهمة وهي أنه:- 


عندما نستعمل الأدلة علويا فإننا نعئن تخالف التغاير (Contravariance)‏ 
وعندما نستعمل الأدلة سفليا فإننا نعي توافق التغاير (ععصدهفتة607). 


فمثلاً الموتر المختلط 4 يتحول كمتجه مخالف التغاير نسبة إلى الدليل ز» 
ويتحول كمتجه موافق التغاير نسبة إلى [. 


وكمثال على موتر مختلط من الرتبة الثانية نرى أن دلتا كرونكر !8 تحقق 
التحويلة (43.1)» وذلك يتضح لنا إذا ما أحذنا أ8-ثم» عندئذ نحد أن: 


+759 عمو وق dF‏ . 7ق OR‏ 


لجو رق ' نيرق 3x»‏ ”5 اجن dx*‏ 














(44.1) 


د حساب الموترات وتطبيقاتها يت 


بینما لو كتبنا دلتا كرونكر على النحو زنةفإنها لن تكون مركبات موتر 





مختلط وذلك لأن: 
ب 9x 202 dx dx‏ 
عات 1 ” وو ارق ٣‏ ايوق 3 
مثال (7.1) 


إذا كان زبخ موترا موافق التغاير من الرتبة الثانية و أ8 و أ© متجهين 
مخالفي التغاير» فأوضح بأن © 8 ز۸ لا متغير. 


الحل: 
نلاحظ أن 





_ 0 2× QF ىى‎ QF 
- چو و و چو‎ 


_ 2x 2#) )2×* 2 
ع ج‎ dx ست‎ a 


dx' dx 
A 
=] ا چ3"‎ EC 


Aij B' Ci C" 





= 8! 85“ A, 8* ©" =A, B' C* 


= Ajj B O 
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وبذلك فإن 03 أ8 ربح لا متغير [لاحظ أننا استعملنا قاعدة السلسلة عدة 
مرات وكذلك استقلالية الإحداثيات أ× للوصول إلى المطلوب]. 

ونعمم الآن إلى موترات من رتب عليا أي من رتب أعلى من 2 ونعرف: 

(إن مجموعة **5 يز من الدوال ١‏ : 0 4 في الإحداثيات × تكون 
مكونة لمركبات موتر مختلط من الرتبة م + 8 » مخالفة التغاير من الرتبة 5 و 
وموافقة التغاير من الرتبة ۲ء إذا ما تحولت على النحو: 











و 1 dx“‏ 00 5ق 0*0 _ولا..... يلارلا 


م4..... Ax sS QF" QF" qy‏ لير Fr .fp‏ 
إذا ما تغيرت الإحداثيات من 8 إلى '5). 


من المهم ملاحظة أن ترتيب الأدلة مهم في الموترات فمثلاً أله لا يع 
بالضرورة 'أه ري المصفوفات آ۸4 هي محورة 7أه) وإذا ما بقي موتر دون 
تغير بإستبدال أي دليلين فإن الموتر يكون متماثلاً (مإماصر؟) نسبة إلى تلك 
الأدلة ولو دة ذلك فإ الموتز قى مانا جى فق الاحدائيات: الجديدة 
وهذا نوضحه كما يلي:- 


ع QF OF‏ رن QF QF‏ رربت 








Aiil= 
dx' dx dx' dx 
027 07 ا‎ 
5 داع‎ Ji (47.1) 


وللأهمية نلاحظ أن التماثل لا يعرف لدليلين أحدهما سفلي والآحر 
علوي؛ ذلك لأن التماثل في هذه الحالة رعا لا يبقى بعد تغير الإحداثيات. 


3 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وهكذا فإن الموتر المتمائل هو ذلك الذي لا يتغير بإستبدال أي دليلين من 
نفس نوع التغاير. 

ومن الواضح أيضاً أن موترا متمائلاً من الرتبة الثانية له (1+ N )N‏ من 
المركبات المختلفة على الأكثر. 


والموتر ملتوي التمائل (هتتاعصتمو5 - سع)ك؟) نسبة إلى دليلين من نفس 
النوع هو ذلك الذي تتغير إشارة مركباته (وليست المقادير) عندما يتم 
استبدال الدليلين بعضهما ببعض» كما أنه يكون ملتوي التماثل إذا ما غيرت 
المركبات اشارتها عند استبدال أي دليلين من نفس النوع وقي هذه الحالة 
يكون عدد الم ركبات المختلفة هو (0-1 ١‏ اکرو و 
القانية و لاستفل أن ال ر كات القظرية نى هذه اتقالة كلها ناوي أضغارا : 


من خلال علاقات التحويل ذات العلاقة بتعريف الموترات من أي نوع 
نلاحظ ما يلي: 

أ- إذا كانت مركبات موتر في منظومة إحداثيات ما تساوي الصفر عند 
نقطة معينة فإنها جميعاً تساوي الصفر عند تلك النقطة لكل منظومة 
إحداثيات أخرى. 

ب- إذا كانت مركبات موتر تساوي الصفر في منظومة ما فإنها تساوي 
الصفر في أي منظومة أخرى» أي عند كل النقاط. والخاصية هذه هي 
الي توضح أهمية الموترات في التطبيقات الفيزيائية وهو أمر سوف 
نقوم بتوضيحه من خلال الفصل الأخير الذي ستعرض فيه بعض 
التطبيقات المهمة للموترات. 
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ح- عندما يعرف موتر عند كل النقاط أو خلال الفضاء م۷ فإننا نقول 
بأن الموتر يكون حال موتريا .(Tensor Field)‏ 


1 الأز واج (Dyadics)‏ 


كميات أخرى ذات أهمية هي الأزواج وهي ذات علاقة بالموترات. فلو 
أحذنا على سبيل المثال الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة و۷ وربطنا بين 
وحدتي المتجه رة و رة مكونين النر كيبه ر ر٤‏ [وهي غير يقمرة أو 6.2 ]. 


فإننا نحصل على ما نسميه بالزوج وحيث يحقق هذا الزوج قواعد الضرب 


التالية: 
أ - الضرب من اليمين على النحو: 
JS A ê; (48.1)‏ ادي 4.2 
ب - الضرب من اليسار على النحو: 
AS E ASE (49.1)‏ 6 


ويمكننا الحديث عن الزوج 5 في الحالة العامة على أنه ذلك المكون من 
المتجهين 4و8 وحيث:- 

D= BA =(ê 8' (ê, A) 

6 ê, BA (50.1) 


حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


وعموما نلاحظ أنه ليس من الضروري أن يكون 4.8-8.4 ولو أفترضنا 
أن 2.8-8.2 واحترنا 2-4 فإن ذلك يعن أن أ8 ذم = ۸8 وهذا يعن أن 
Ai Bi‏ 


Ai Bi 


المتماثلة بمكن حعلها قطرية؛ أي أنه يمكن كتابتها على النحو: 


. أي أن المتجهين متناسبان (8© -4 ؛ © ثابت). والأزواج 


جه 
T? (51.1)‏ بر + 122 T= ê,ê, T + ê, ê,‏ 


وتكمن هنا الفائدة الجمة للأزواج في الفيزياء» حيث أنه توجد عدة 
مركبات يمكن تمثيلها بأزواج» وهذه متماثلة وجعلها قطرية يفيد في تسهيل 
الحسابات. فمثلاً مكن التعبير عن مجموعة عزوم القصور ذاتية ومضروبات 
القصور في شكل موتر أو في شكل زوج 7» وعندئذ نكتب طاقة الحركة 
على الصورة: 


جا جه و 
(52.1) ® .7 .هم --1 


س | د۸ 


جد 
وحيث 0 هو متجه السرعة الزاوية للجسم. 


نلاحظ أن ,2,2 + رة رة + ,2,2 -: هو زوج من نوع حاص ويسمى 
بوحدة الزوج. 


مثال (8.1) 
عند دراسة تفاعل الحزئيات ينشأ الزوج من وحدة المنتجهات على الشكل: 


- 5 م م‎ 
U= i-3 68 


الفصل الأول: مقدمة 35 





ولس 
r‏ 07 9 2 
وحيث ج - 2 [ ۲ هي الإزاحة النسبية بين الموضعين 1 و 2] ؛ بين أن 
|" ا 


0k 0‏ 200 506 ج جيه ج» جع ج» 

(22 ).(22 9 + .م2 262-3.: 3-غ.1 .لا 

عن 0 3 جه 5 5 ¢ ¢ ج4 ج4 
وحيث أن 2.2621 i=i,i.ê=Ee.i=eê,‏ 

4 جي ج» 

عليه فإن: 6 3 + : U.U=‏ 


9-6 9 | 
T(U.U)=T,(i)+3 —=3+3=6 
lr 


ت حساب الموترات وتطبيقاتها سب 


تمارين ( 1 ) 


1 - لو أن - '× و0 = ”× وم = × »استخدم منظومة الإحداثيات 
الكارتيزية المتعامدة للتحقق من ما إذا كان × تمثل مر كبات متجه تخالف 
التغاير. 

2- احسب متجه السرعة في الإحداثيات الاسطوانية وفي الإحداثيات 
الكروية؟ ماذا تلاحظ عن طبيعتها المتجهية التحولية. 

3- ما هي العجلة في الاحداثيات الكروية؟ هل تمثل مركباتها مركبات متجه 


مخالف التغاير؟ 
2 0 1- 
4- إذا كان |3 1 0 Aij=|‏ و (1-,1,1» = [a]‏ 
1 7 0 


فأحسب: أ- ربخ به ب- زبخ ز۵ ح- ريخ زه 
كت وا كان ويم مر مرج الخال ات ن 
(6j 8F +58) Aie = 0‏ 
6- لو أن A (EkK) Šij‏ + ررق ل 2= Tij‏ 
فأوضح بأن: 
(Bx? 2‏ + زرك ررق مر ك زر w= Tj‏ 


P =Tij Tij = 4 u Ej; ررظ‎ + (Ex)? )4 [A + 3 12 - ب‎ 


الفصل الأول: مقدمة 31 





1 0 
7- لو أن |2| =(ة) و 2| = (b;)‏ 
0 3 
2 1 0 
و |3 2 8[=)/1] فأحسب 
1 0 4 
ت ak‏ عر ززع = Tij‏ 
Dk 355‏ زعية k‏ ززع = Ci‏ 
سح عا زلا di = Eijk‏ 


إذا كان( )زة) تبدلية زوجية 1+ 
إذا تساوي أي دليلين ‏ 0 Eijk‏ 
إذا كان( )زة) تيدلية فردية [- 
1 1 5 
8- لیکن روز خر:8) ج زا و Sj‏ - ز:8) 2 = :8 » أوضح بان 
Sij = Tij + Rij‏ وأن رز = Tij‏ و Rij = Rji‏ 
وك اقبت أن مر ترا متمائلاً من لري الثانية له را تة 2N‏ من ال ر بات 
المحتلفة على الأكثر. 


STEN Og EN 
£. r بوت‎ 1 7 

1- إذا كان 4 و 8 متجهين فأحسب: 
ء ج چ چ وہ جاجد جه چ چہ جا 
A.AB~Î|‏ ب- 8 8م ¬ A.AB.B‏ 


الفصل الثاني 
جبر ا موترات 611501:5 1 Algebra of‏ 


2 تقديم. 
2 جمع وطرح الموترات. 
2 ضرب الموترات. 
أ - الضرب الخارحي. 
ب- الضرب الداحلي. 
2 قانون القسمة. 
2 رموز التباديل 


2 الموترات الزائفة. 
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1.2 تقديسم 

من ضمن اهتمامات علم الجبر استحداث طرق للتعامل مع الكميات 
الجديدة الناتحة من مسائل تنسيقية (600747:8410) حتى يتم تطوير النظرية 
الخاصة بتلك الكميات الجديدة كما هو الحال في حواص حبر الموترات الناتج 
من دراسة الفضاء المتجهي الخطي ذي بعد محدود. عليه فإننا سنقوم في هذا 
الفصل بدراسة حبر الموترات. 

كما سبق وأن تعرضنا بالفصل السابق إلى أن الموترات هي كميات رياضية 
يتم تحويلها من مناط اسناد إلى مناط اسناد آحر حسب تحويلات معينة» مشلا 
للموتر المحتلط ,8 نرى أن التحويلة هي:- 


—. 02: dx 


1 B; (1.2) 





و8 هو موتر مختلط من الرتبة الثانية مخالف التغاير في 1 وموافق التغاير في زر . 
دعنا الآن نبداً بتعريف الجمع والطرح للموترات. 


2 جمع وطرح الموترات: 

إذا كان لدينا الموتر ر4 والموتر ,8/05 حيث 4 و 8 وهما نفس 
الرتبة وكذلك نفس رتب تخالف وتوافق التغاير (أو نفس عدد مركبات 
تخالف وتوافق التغاير)» في هذه الحالة يمكن جمع أو طرح 4 و 8 وبذلك 
نحصل على موتر جديد له نفس رتبة 4 أو 8. 


Cis 5 Ai” 5 is + وأ واناور‎ )2.2( 


ونه و1 رز لوك رق اولك 


0 حساب الموترات وتطببقاتهاً سس 


وهكذا شرط جمع أو طرح الموترات هو أن تكون من نفس الرتبة سواء في 
تخالف أو توافق التغاير . 


مثال (1.2): 

هل يمكننا جمع الموتر 4 مع الوتر /8 ؟ 
الحل: 

رغم إن الموتر 4 و 8 هما نفس الرتبة غير أنهما يختلفان في رتبة تخالف 
وتوافق التغاير» حيث أن الأول 4 هو موتر من الرتبة الثانية في تخالف التغاير 
والثاني 8 هو موتر من الرتبة الأولى في تخالف التغاير ومن الرتبة الأول في 
توافق التغاير» وبذلك فإنه لاعكن جمع 4 و 8 لعدم اتفاقه مع التعريف (2.2). 


مثال 2.2: 
كون علاقة بين الموتر ”4و "8 وما هوالشرط اللازم لعمل ذلك؟ 
الحل: 


عا أن الموتر 4 و 8 هما من نفس النوع (كل منهما من الرتبة الثالفة في 
تخالف التغاير ومن الرتبة الثانية في توافق التغاير)» إذا نستطيع تكوين علاقة 


DI," =a Afr" + 8 Bj 0.2 


شريطة أن تكون و 8 كميات لازمة .(Invariant)‏ 
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3.2 ضرب الموترات 

(outer ۲r 0duc٤( الضرب الخارجي‎ - 1 

إذا كان لدينا الموتران ررر ر4 و "8 وهما موتران ليسا بالضرورة 
جديد رتبته تساوي حاصل جمع رتبة 4 ورتبة 8 وتكتب على الصورة:- 


واس ورا وتسواطي د واس is kkg‏ وار 
)4.2( الوك و باخ ازا ودر Ci‏ 


فمثلا لو كان لدينا الموتر ”4 والموتر :8 فإن حاصل ضربهما الخارحي 
هو: 
Ca = Af" 8|‏ 


ونلاحظ أن الموتر الأول 4 هو من الرتبة الثالشة بينما 8 من الرتبة الثانية 


ب- الضرب الداخلي (Inner Multiplication)‏ 
قبل أن نتحدث عن تكوين موترات بإستخدام الضرب الداحلي نتعرف: 
أو لا: إلى عملية التقليص («007:740110) أو الإنقباض. 


ويعرف التقليص بأنه تلك العملية الي يتم تقليص رتبة أي موتر مختلط 
عدار اثنان وذلك بالجمع على دليل واحد علوي وآخر سفلي. فمثلا لو كان 
لدينا الموتر المختلط من الرتبة الرابعة 4/4 فإنه وحسب تعريف الموترات نحد 


ع 


أن: 


س حساب الموترات وتطببقاتها سس 


0 dx" dx dx Ami 


Al = 
dx” dx Qxi dx" 7 


(5.2) 














الآن لو وضعنا ۸ = ز مثلاً وقمنا بالجمع على هذا الدليل فإننا نحصل على: 
r x‏ ¥ 0¥ _ 











A 4 6.2‏ 
6 ”0 "0*0 ابرق "يرق "ا 
وبإستخدام قاعدة السلسلة نحد أن: 
"برقم dx“ dx‏ 
7.2 و 0ے : 
ر ' dx dx" dx‏ 
بالتعويض في المعادلة (5.2) نحصل على: 
r |] r‏ )- 
(8.2) “اف 2 010 E LL‏ 











OT E DAT‏ ال ال 


وبذلك نرى أن ۸ هو موتر مختلط من الرتبة الثانية» أي أنه بالجمع على 
دليلين الحدهما علوي والآخر منفلى قصلت رة الموتر 'فقذار ايق وعموما 
عرد اميد العمل إن ار على رو من ر 2 م حيث کان موترا 
مختلطا رتبنة .٣‏ نلاحظ أيضا أنه لموتر مثل ,4/3 وباستخدام تقليصين ,4/3 
نحصل على متجه موافق التغاير وباستعمال عملية التقليص للموتر السابق 
يمكننا تكوين الموترات التالية: 


A‏ » ريه » An < A‏ < ,أنه » رزب » A‏ 2 4 ونؤكد مرة 
ا ل اي ا م 
سفلي. وهذا يعي أنه لا يمكن القيام بعملية التقليص على دليلين من نفس 
النوع» وذلك لأن الناتج لا يمكن بالضرورة موتراً. 
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مثال (3.2) 
طبق عملية التقليص على الموتر المختلط :4 ؟ ماذا يكون الناتج؟ عند تطبيق 
عملية التقليص على :4 نحصل على 4 وحيث أن إ4 موتر من الرتبة الثانية 
فإن /4 هو موتر من الرتبة الصفرية أي أن ۸ هو كمية لازمة أو لا متغير. 
الد أن ديا عزفا ا اق رد كر اھ يكن ا هك ون 
عملية الضرب الخارجى بالفقرة السابقة (التقليص) لتكوين موترات. 
فإذا كان لدينا موتران مختلطان 4و 


الخارحي وعملية التقليص نكون الموتر: 


B^‏ فإننا باستخدام الضرب 


mnt 


CA 2 (9.2)‏ 
الرتبة مقدار 2 عنها في عملية الضرب الخارحى العادية وعملية التقلييص كان 
هنا على الدليل #. 

وبهذه الطريقة يمكن اخحتزال رتبة الموترات المضروبة والموتر الناتج وتسمى 


بحاصل الضرب الداحلي .(Inner Product)‏ 


2 قانون lاlتسصnة (Quotient law)‏ 
لتحديد ما إذا كانت مجموعة من الدوال تمثل م ركبات موتر يمكن القول 
بان الطريقة المباشرة للاختبار ليست بالسهلة ولذلك فإننا نستخدم القانون 

الموالي وهو ما نسميه بقانون القسمة والذي ينص على ما يلي: 


گل ساب امو نوات وتتطبياقاتها سے 


(إن ۸ من الدوال # تكون مركبات موتر رتبته ۲» ذي صيغة مخالفة 
وموافقة التغاير» إذا ما كان حاصل الضرب الداخلي لهذه الدوال مع أي موتر 
اختياري موترا أيضا ). 


وهذا يعن أن هذا القانون هو اختبار بسيط يوضح ما إذا كانت كمية 


معطاة تسلك سلوك الموترات أم لاء ولتوضيح كيفية العمل بقانون القسمة 
دعنا نعطي المثال التالي: [ملاحظة: القسمة بالمفهوم العادي غير معرفة هنا]. 


مثال (4.2) 
إذا ما اعطيت الكميات م استخدام قانون القسمة لاثبات الحالة الي 
تكون فيها هذه الكميات م ركبات موتر. 


الحل: 
ليكن 85 موترا مختلطا اختياريا عندئذ: 


—pم_0#‎ dx dx -„, 
j dx QF EE (10.2) 











الآن نقوم بضرب 85 مع */4 ضربا داخليا فتكون النتيجة ٥”‏ وحيث: 
C+ - ilk gr (11.2)‏ 


الآن نثبت أنه إذا كان حاصل الضرب ٥”‏ موتر فإن 4/7 تكون موترا 
أيضا هذا نبينه كما يلي: 


معد —k‏ 
o )12.2(‏ دل = مام 
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كما أنه من المعادلة (11.2) نرى أن: 
(13.2) يف 


من المعادلة (13.2) والمعادلة (10.2) نحصل على:- 


Aik B" 02 dx dx‏ ك مام 


0 02 ا 











وبالتعويض عن *6© بالمعادلة (12.2) في المعادلة (14.2) نحد أن: 


dx* dx? 2 dx? 2× dx 
" = A س‎ E 
dx dx” dx dz 02 st (15.2) 











ولكن B‏ 4= ”€ » بذلك فإن: 


- dx" dx dx 
Stl m ijk r 
A" gf - 2“ 27د بد كك يم‎ (62) 


dx" dx 


dx' dx" 











الآن بضرب هذه المعادلة ي 3 
السلسلة نحصل على: 


3 1 —k 
8 0 ا سد‎ B® =0 (17.2) 





XxX 


3 f —k 
0 ا‎ B", =0 (18.2) 


د حساب الموترات وتطبيقاتما س 


وحيث أن 8 هو موتر اختياري فإنه يمكن اختياره بحيث أن مركبة 
واحدة Bî,‏ لاتساوي الصفر في كل مرة ونعيد ذلك كما يحلو لنا وبذلك 
dx dx' 0“‏ 


02: 02477 x” 








Aii* A'" =0 (19.2) 


r >4 2 
E E الأق تشبريع اعل‎ 


ET‏ د80 وال في و 
واستخدام قاعدة السلسلة مرتين نحصل على: 





“07 024 عوج 


0 “ىر‎ 20.2 
dx dx' x” 








وهكذا توصلنا إلى أن الكميات ”4 هي م ركبات موتر من الرتبة الثالفة: 
[لاحظ أن هذا المثال يمكن اعتباره كبرهان حاص لقانون القسمة]. 


(Permutation Symbols) رموز التباديل‎ 2 


قبل أن نخوض في موضوع الموترات الزائفة لابد لنا من دراسة مستفيضة 
لكميات مهمة نسميها برموز التباديل. 
رموز التباديل ۽ ز¡ € (710[5[ى )Permutation‏ حيث م رزج هو موتر من 
الرتبة الثالثة كما سترى من الفقرات والبنود التالية» أدلة هذا الرمز هي (۸ز 1) 
وتأخذ القيم 1,2,3 كما يعرف رزج على النحو التالي: 
إذا كانت الأدلة لها تبديلزوجي ‏ 1+ 


)21.2( إذا كانت الأدلة لها تبديل فردي 1= ,€ 
إذا كان ثتان أو أكثرمن الأدلة متساوية 0 
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من هنا نستطيع كتابة كل الاحتمالات الممكنة للقيم غير الصفرية لهذا 
الرمز وهي: 
jik (22.2)‏ €-= يررك - =Epj =-Eyi‏ ورزع-حبرررع 


وهي ستة احتمالات (لتغير مواضع الأدلة). 


ونستطيع الاستفادة من هذا الرمز في اييجاد حاصل الضرب الاتجاهي 
للمتجهات فلو أحذنا (,12,,2,,2 الى تمشل وحدات متجه في اتحاه المحاور 
الثلائة جه , ره , »دهم على التوالي وحيث أن: 


(23.2) (4 ,ةم {ê,‏ 
فإنه يمكن كتابة المعادلة (23.2) على الصورة: 


(24.2) و2 وورع + ê2‏ وورع + رم رورع = €2 ê1 A‏ 


ذلك لأن 0 > يور» = رور»ع و 1 - وورع. 


كذلك نستطيع ايجحاد حاصل ضرب كل من و2 ۸ ع ود ۸ ê2‏ بنفس 
الطريقة السابقة وبذلك يمكننا وضع حاصل الضرب هذا في صورة عامة على 
النحو التالي: 


er۸ ز6‎ = Eijk êk )25.2( 


مز € تساوي صقرا عدا الحالة م عد زع 1. 


مثال (5.2) 


ا حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


أوجد حاصل ضرب المتجهين B‏ 4 بإستخدام الكميات Eijk‏ 


الحل: 

êı )26.2(‏ به ع A‏ 
وكذلك المتجه 8 يمكن كتابته على النحو: 

êj )27:2(‏ 8 ع 8 
وعليه فإن 

êj (28.2)‏ مرة A AB =A:B;j‏ 
ومن المعادلة (25.2) يمكن كتابة المعادلة (28.2) على الشكل: 

A4 ۸A B =A; 8( Eijk e )29.2( 
أو على الشكل:‎ 

A AB = يرع‎ AiBj êk (30.2) 


۶ 


A3 Bı €2‏ وروع + ê2‏ و8 A,‏ يورع + B2 ê3‏ ر4 وور - 8 مهم 


+ وروع‎ A; B2 © رورع + ر‎ A2 B3 وروع + رج‎ A2 ر8‎ ê3 


)31.2( 
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ونلاحظ أن 1 = روے€ = روع = وورج كما أن 2-1 وروج = € = وورع 
وذلك انطلاقاً من تعريف برت [لاحظ تغير مواضع الأدلة وما يحدث نتجة 
لذلك من تغير في الإشارة]. عليه فإن المعادلة (31.2) يمكن وضعها على 
الصورة التالية:- 


A AB - ) وليف‎ - A3 B2) êı + (A; Bı - A, (و8‎ êz 


+ (A, B2 - A2 Bı) ês (32.2) 


وهذه هى النتيجة المتوقعة والمعروفة لدی الطالب. 


مثال (6.2) 
اثبت العلاقة الآتية 6 = بررع هرزج ؟ 
الحل: 
بفك المقدار السابق نحصل على ستة حدود فقط لا تساوي صفراً وهي: 
ikj € ikj + © kij © kij‏ © ل Eijk Eijk = Eijk © ijk‏ 
Ekji + € jki €Ejki + © jik Eijk‏ ززع © + 


[نلاحظ أن كل © ز: ختلفة عن بعضها] الآن بالتعويض عن قيم رز € 
۾ حصل على: 
Eijk Eijk = (+1) (+1) + (-1) (-1) + (+1) (+1) + )-1( )-1(‏ 


+ (+1) (+1) + (-1)(-1) 


3 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


ومنها حصل على: 


Eijk Eijk = 6 


مثال (7.2): 
اثبت العلاقة التالية: 
Enmjk Enjk = 2 Omn‏ 


101 م( ق 


I m=n 


كل الحدود تساوي الصفر وذلك راحع إلى أن كل الحدود في هذه الحالة 
تحوي أدلة متشابهة» لكن في الحالة م = " مثلا 1 = "= ” فإنه يوجد حدان 
فقط لا يساويان الصفر (وهي 23 = زو 32-= #[) ويعكن كتابتها على 


2 - €132 €132 + وورع وورع = Eijk Eijk‏ 
إذا بكتابة النتيجة السابقة في صورة عامة نحصل على المطلوب وهو: 
Emjk Enjk = 2 Onn‏ 


(لاحظ أن .8 ليس بالضرورة موترا) 
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مثال (8.2): 





أثبت العلاقة التالية 


Önj ı1‏ -زية mnk Eijk 3 Öni‏ ع 


الحل: 
المقدار Emnk Eijk‏ لا يساوي صفرا فقط في حالتين وهما الحالة 
زه =" ,رع مم والحالة (ز= »م , : = «) أما باقي الحدود فتساوي صفرا؛ 


E mnk Eijk = Öni nj Cijk Eijk + زر‎ ûi €jik Eijk 
وما أن 1+ = مرن ر 1- = هررج فإنه يمكن كتابة المعادلة السابقة على‎ 
النحو التالي:‎ 
Em nk Eijk = Oni ÛÖnj - Önj hi 
وهو المطلوب.‎ 


مثال (9.2): 


أثبت صحة المتطابقة الاتحاهية الآتية: 


و جا اجا و جا جم وہ و 3-3 
AA(BAC)=(A.C) 8-)4.8( )‏ 


58 حساب الموترات وتطبيقاتها س 


و چ 
A A(BAC) =A: êi. A(B; €êjACı ê1)‏ 


وبإستخدام العلاقة (25.2) يمكننا كتابة المعادلة الأخيرة على الصورة: 


ل حلم 


5 5 و انمد 
ع6 م26 A(B^C)= E€Ejık Ai Bj; Cı‏ 


مرة أحرى نستخدم العلاقة (25.2) لنحصل على: 


ل حلم 


چ و 
A(BAC) = €EjıkE€ikn Ai Bj Cı ên‏ 


وحيث أذ jkn = - €j1« Ein‏ € وررع 


باستعمال نتائج المثال السابق نحصل على 


لماحم 


A(BAC) - - رظبط زررة رق -«مرة ر8)‎ Cı ên 


وبفك هذا المقدار للدليل « أولاً ثم الدليل 1 ثانياً جد أن: 


حلم 


A(BAC) د‎ AB; © ربش -درة‎ © êı 
= (Ar Cı) (B; ê j) - (A: Bı) (Cı 2 ı) 
وبذلك فإئنا نصل إلى النتيجة‎ 4 C= Arı Cı ولكن ;8 ;۸ = 8 : 4 ۾‎ 


المطلوبة وهي: 


جا جا و وہ وہ و و چ چ 
AA(BAC)=(A.C) B-(A.B)C‏ 
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مثال (10.2) 


اوجد قيمة رې و € Eijk‏ 


الحل: 
هناك ستة احتمالات فقط للمقدار ,ومع رع لا تساوي الصفر: 
الأول عندما ‏ ۶=¡ و ودر و٬=k‏ 
الثاني عندما ودن و مدر وP=»)‏ 
الثالث عندما ‏ مده و ۶ز و k=4‏ 
الرابع عندما i=P‏ وامدر و k=q‏ 
الخامس عندما ودن و در و +-م 


السادس عندما i=r‏ و - قر و k=P‏ 
عليه إذا قمنا بفك المقدار المذ كور فإننا نحصل على:- 


Eijk € مضق - ريم‎ 6 kr وزع‎ € ijk + Šiq Ojr ميق‎ € ijk € ikj 
+ Sir وغ مرق‎ € ijk Ejikt Oi م‎ jr وغ‎ Eijk © kij 
+ Šiq مز8‎ kr € ijk € jki + Oir jq Op € ijk € kji 
ولكن نحن نعلم بأن‎ 
Eikj= E jik د‎ © kji = -J] و‎ Eijk = € jki= € kij = Î 
© حرو معي زز‎ Öip Ö4 Skr- Oip jr Oka - 57 jr Ökp 
+ iq مرق‎ Okr + ir jp Ökq = Öir وزة‎ Ökq 


د حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وهذه المعادلة يمكن كتابتها على الصورة: 




















O; 68 6, 6 
Eijk ع‎ Pqr = م8‎ 8 3 - 6, 6 8 
9 r r 
+ 5i, 5p و6‎ 
م8‎ Oka 
أو أن‎ 
Öip 5q i, 
Eijk EPqr = مرة|‎ 8jq 8j, 
8 مع‎ tq Or, 
)11.2( مثال‎ 
أثبت أن:‎ 


وه ر@ رك 
b,| -€ijk dib j Ck‏ يط برط 


CC; Cy‏ ر© 


الحل: 
بفك الطرف الأيمن واستخدام خواص الرمز رع نحصل على: 
c2 + €213 d2 b, c3‏ واره 132 € + b2 C3‏ ره 123 € = ijk Qi bj Ck‏ € 


+ €23 d2 b3 cı + €312 رط وه‎ c2 + €321 a3 b2 cı 
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وبإستخدام قيم هربع نحصل على: 


b b 
a a 2 
Cı €3 م6‎ C2 


ولكن الطرف الأعن بالمعادلة الأخيرة يعطي قيمة الحددة: 


2 و5‎ 
€ ijk Qi bj ع‎ = 01 














و6 2 


و0 ج02 dı,‏ 
b;‏ يط رط 
C3‏ €2 ,€ 


2 الموترات الزائفة (Pseudotensor)‏ 
قبل البدء بتعريف هذا النوع من الموترات» دعنا نعطي طريقة أخرى مختلفة 
لكتابة الموترات. نفترض أنه لدينا عمود له × من المركبات وحيث نكتبه عادة 


على الصورة: 


(33.2) عي 
XN‏ 
فإذا حضعت الكميات :+ عند تحويل الإحداثيات إلى التحويلة: 
Aj Xj (34.2)‏ رع 
فإننا نطلق على الكميات ;× مر كبات موتر موافق التغاير مسن الرتبة الأولى 
(مركبات متجه) وذلك حسب التحويلة (4.)34.2 هي مصفوفة غير شادة 


matrix)‏ arاnonsingu)‏ ذات بعد .N × N‏ في المعادلة (34.2) زر ترمز للأعمدة و 


¡ للصفوف. 


38 حساب الموترات وتطبيقاتها سسب 


وني حالة أنه لدينا صف له N‏ من المركبات فإننا نكتبه على النحو: 
(35.2) الو قير لبوك 
وكذلك إذا حضعت الكميات أب عند تحويل الإحداثيات إلى التحويلة: 
ل ۸1y‏ اب 
J x (36.2)‏ 4( ا 
فإننا نطلق في هذه الحالة على أ م ركبات موتر من الرتبة الأولى من النوع 
مخالف التغاير. 


وهكذا يمكن تعميم هذا التعريف للموترات من رتب علياء فمثلا ,اد 
تكون موتراً من الرتبة الثالثة وموافقة التغاير في ارو 1 وعنالفة التغاير في 1 إذا ما 


Xj = AF Af (A, Xn )37.2( 


مثال (12.2) 
إذا كانت الكميات ؛8 معرفة على النحو: 


3 ا 
ا 
i=‏ 1 


i 


(4) (4) 87 =4! (4) =( AA) 


— 


8 =4 )4'[, 7 
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وهذا يعن أن :8موتر مختلط من الرتبة الثانية. 
الآن نعود إلى هذه التحويلات لنلاحظ أن محددها له الخاصية التاية: 
det A = +1 (38.2)‏ 


حيث 1+ = 4 ءل ذات علاقة بعملية الدوران المكاني.و 1- = 4 1ء 
ذات علاقة بعملية انقلاب مكاني أو دوران وإنقلاب مكانيين معا. 

من المثال (11.2) نرى أن: 

)39.2( مساك det A= A; AF Af‏ رررع 

ومن هذه ا معادلة وإذا كان 1+ = 4 +46 تصبح يز موترأً (حالة دوران 


فقط) ولكن إذا كان [1- = det A‏ فان ر ع لا تمثل موترا ولكن : نطلز عليها 
موترا زائفا. 


وهكذا فإن الموترات الزائفة هي كميات تتحول كالموترات تحت تأثير 
الدوران المكاني ولكن في حالة الانقلاب المكاني أو الدوران مع الانقلاب 
المكاني تتحول هذه الكميات كالموترات مع تغير إشارة محدد التحويل. 
أ- الموتر الزائف من الرتبة صفر (كمية قياسية زائفة) تتحول على النحو: 
U = (det A) U (40.2)‏ 
ب- الموتر الزائف من الرتبة الأولى تتحول م ركباته على النحو: 


Bı = (det A) A B;j (41.2) 


لك حساب الموترات وتطبیقاتھا سس 


Bi; = (det A) A; BF Bim (42.2) 


وهكذا نخلص إلى القول بأن الموترات الزائفة يمكن تمييزها عن الموترات 
العادية في حالة التحويلات المختلفة (1- = 0614) 


نلاحظ أيضا أنه إذا كان ;8 موترا زائفا فإن ات تكون كمية قياسية 
5 


i 


3 


زائفة. 
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تمارين ( 2 ) 


1- بين أي من العمليات التالية صحيحة وأي منهاما خطأء اذكر السبب في 
كل حالة واكتب الناتج كلما أمكن ذلك. 
ا — B'*‏ + غاب Al*‏ 
A EB‏ 
ح- ,8 ۲+ 4 » به و كميات لازمة. 


د- "'إم 6 + "أل بر +  › A‏ ور و 8 كميات لازمة. 


2- أذكر لكل ما يلي رتبة الموتر الناتج ونوع العملية المستعملة: 


£ ا 
ر ب 1f‏ 
أ Aijk‏ ب Ar jm‏ 
تو ورا ها أ م د- Bi Ck‏ 
k jı2‏ 


ه- A٤7‏ (4 و 8و € موترات). 
3- برهن على صحة قانون القسمة من خلال الأمثلة التالية:- 
أ- أ كميات معطاة و أأ4 ٥;‏ موتر و ) متجه احتياري. 
ب- ر4 كميات معطاة و زم © موتر و آ٣‏ متجه احتياري. 
> اغنام كميات معطاة و اذام رر0 موتر و ) موتر اخحتياري. 
4- ماذا يحدث لو أن حاصل الضرب الداحلي في الأمثلة السابقة ليس .عوتر؟ 
اشرح. 


5- اثبت أن التحويلات من النوع (34.2) أو (36.2) يكون 1+ = 46:4 


38 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


6- اكتب العلاقة المناظرة للعلاقة (42.2) إذا كان 8 مخالف التغاير. 


7- اثبت أنه إذا كان ;8 موترا زائفا فإن كك کا 


8- بإستخدام موز التباذيل ر رک انیت أن: 
مما زهو أ طكرع 8ه 
9- بإستخدام خواص مر ع أثبت أن: 
أ- B)=(4.C)(B.D)-(A.B)(B.C)‏ ^ 6) .رقم 4) 
ب- 5 [زغم 8) .4 ] - [4A.(B^D)C‏ - رقظامغامر8 م 4) 


مع ملاحظة أن 6 A(BAC)J#(AAB)^A‏ 4 


الفصل الثالث 
العنصر الخطي The Line Element‏ 


3 الموتر الأساسي. 
3 طول منحنى. 

3 مقدار المتجه. 

3 الموترات المشاركة. 


3 الزاوية بين متجهين (التعامد). 
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1.3 امو تر الأساسى (Fundamental tensor)‏ 

الآن نقدم لمفهوم المسافة في الفضاء ذي البعد × وهو ر۷ . إذا كانت 
المسافة وك» بين نقطتين متجاورتين إحداثياتهما “د و أجل + أ تعطي بالصيغة 
الز بيعية التفاضلية .(quadratic differential Form)‏ 


)1.3( ر ج ربع = 52 4 


وحيث ريم هي دوال في × تحقق الشرط ±0 ازوا- ۾ (أي أن محدد ري 
لا يساوي الصفر)؛ عندئذ نسمي الفضاء بقضاء ركان „(Riemannian Space)‏ 


قرف أيضا أن المسافة بين نقطتين متجاورتين لا تعتمد على منظومة 
الاحداثيات المستعملة» أي أنها مستقلة عنها أو أن ئ كمية لا متغيرة. ومن 
O Ob‏ عورا مشارى لفان EEN‏ هذا 
وعكننا كتابة ررم على النحو: 
(giy + gj) + (ei 8 )2.3(‏ = زنع 
ونلاحظ أن: 


أجل أ زرم - ترك أ 4 ;¢ = (gij - 8ji) dx dx‏ 
)3.3( 0= تدك dx -gidx#‏ فد ك ززع = 


وهكذا فإن الحد الثاني في (2.3) لا يضيف أي قيمة ل ”وء وبذلك 
نستطيع عموماً اعتبار أن ربع متماثل أي أن رع موتر متوافق التغاير ومتماثل 
ومن الرتبة الثانية ويسمى بالموتر الأساسي لفضاء رعان. 

بينما تسمى الصيغة التربيعية ل أ ل رع بالمتزي (:610:”) وهي أيضاً مربع 
العنصر الخطي ول. فمثلاً للفضاء الاقليدي بثلاثة أبعاد وقي الإحداثيات 
الكارتيزية المتعامدة؛ نرى أن: 


3 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


(4.3) #رتميلق) + ترتيل) + 2رزابرل) = “ول 
أي أن 
0 0 1 
)5.3( 0 1 0|=€£ 
1 0 0 


والمترزى هناموجب تحديدا (Positive definite)‏ » أي إنه إذا كان 
0 = تج = تمرك = نيك فإن 0 = ”و . بينما أن 0 < ”و لكل القيم الحقيقية 
الأحرى ل ثيك , تيك , أجك. 
في النسبية الخاصة نتعامل مع الفضاء ذي الأربع أبعاد وحيث يكون العنصر 
الخطي هو: 
)d ۶ (6.3)‏ € + تريرق) - ترضيك) - ۶ 'ہھ) - = ”وd‏ 
الوك نهنا الى ا تحديدا» حيث أنه مو حب لمنحنيات يكون فيها 
ر تر تعر ثابتة. بينما يكون سالباً لكل المنحنيات الى يكون فيها “× ثابتا. 
وهذا يعن أن المسافات بين النقاط المتجاورة لمثل هذه المنحنيات لا يمكن أن 
ولكي تكون المسافة حقيقية بين النقاط المتجاورة نضع: 
(7.3) لول ds = € 8:[ d x‏ 


وحيث © كمية نسميها بالمؤشر (1:018/07) ويأخذ القيم 1+ أو 1- بحيسث 
تكون ds‏ موجبة دائما. 
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مثال (1.3): 
اثبت أن المتري لفضاء إقليدس في الإحداثيات الإسطوانية 
(م = ار ,م = × =z,‏ ) هو: 
تيل + 02 ل 2م + 2م 4 = d4?‏ 
الحل: 
بإستخدام العلاقة بين الإحداثيات الإسطوانية والإحداثيات الكارتيزية 
وهي:- 
Xx = 005 ©‏ . 5189م > ررعج دع 
نرى أن: 
#زجك) + تزررك) + جd)‏ = ds”‏ 
“ف 4 © sin‏ م - (cos 0 dp‏ = 
ترج cos ¢ 4 ¢) + (d‏ م + م (sin © d‏ + 
(d 2)‏ + 7[و4) )¢ p (sin ¢ + cos”‏ + 2زم =(cos” ¢ + sin ¢) (d‏ 


= 0 2م‎ + p dp? +d z7 


ولو وضعنا برك أ ربع = ”ول فإن الموتر الأساسي 52 هذه الحالة هو: 


0 1 
0 0 - زنع 
1 0 


ل 


N 


55 


حساب الموترات وتطببقاتهاآ e‏ 


3.2 طو لل مذحنى Length of a Curve‏ 
لو أن () ند = أ« (حيث ‏ بارامتز) وبإستعمال المعادلة (6.3) اليّ تعطي 
المسافة بين نقط: نقطتين متجاورتين نرى أن طول ال لمنحنى بين النة لنقطتين ر1 = 1و 





2] - اهو 
برل dx‏ 1 
7.3 س ر dt‏ أ عةى 
E e J (7.3)‏ 
وإذا كان: 
dx dxi‏ 
8.3 0= سح سدور 
8ii, 01 )8.3(‏ 


على منحنى فإن المسافة بين النقطتين الممائلتين للقيم ,1 و ي تساوي الصفر 
بالرغم من أنهما غير منطبقتين. مثل هذا المنحنى يسمى بالمنحنى الأصغر 
(minimal)‏ أو بالمنحنى المتلاشي .(null)‏ 


مثال (2.3) 
أثبت أن المنحنى المعطى على النحو: 


x = c f r cos 0 دم‎ ¢ dt 
x =c | r cos Osin ¢ dt 
x =e | r sin 0 dı 


x= | r dı 
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حيث #ركييل) تم + ل) - #رضيل) - #زأبيل) - = d۶‏ 


هو منحنى حقيقي متلاشي في إلا. 


لل 
)d ×۶‏ قم + ”(ل) - ترقيل) - × ل) - = 2و ل 


ترق cos 0 sin - 7 sir p+‏ قرش دن تون 0 توم تر تم - = 
رتم + م (cos 0 + sin 0( - ° sin”‏ 0 توم 2ر 2 - = 


0= ° + رم co 0 + sir?‏ ۶ م - = 
وبذلك فإن المنحنى المعطى هو منحنى حقيقي متلاشي في ي۷. 


ونلاحظ» للأهمية» أنه لا يوجد منحنى حقيقي متلاشي في فضاء ران 
يكون المنزي له موجبا تحديدا. 


ويتكون المنحنى عموماً من قطع على طوها يكون المؤشر (ء) يساوي 1+ 
وقطع على طوها 1-= ء وكذلك من قطع متلاشية وطول المنحنى عندئذ هو 
مجموع أطوال هذه القطع. 


وباستثناء المنحنيات المتلاشية فإن البارامتر + يمكن اخحتياره على أنه المسافة 
القوسية ى من نقطة ثابتة من المنحنى. نلاحظ أيضا من المعادلة (6.3) أن:- 





dx أير ل‎ 
7 = [ 9.3 
€ Sij E lS )9.3( 


وهذا يعن أن: 


G1 


له حساب الموترات وتطببقاتها سس 
)10.3( ل a‏ 


ولكن [- تع وبذلك فإن 


(11.3) وت 4 ققد 





والعلاقة (11.3) صالحة فقط للنقاط من المنحنى الي لايكون عندها 
متلاشياً. 


3 مقدار متجه Magnitude of «a vector‏ 
يعرف مقدار أو قيمة متجه مخالف التغاير أ4 على أنه: 
(12.3) ذف أل ربع رمه = (AF‏ 
۸۱ هو المؤشر المرتبط بالمتجه 4 ويساوي 27+ ويجعل م حقيقيا. نلاحظ 
أنه في الفضاء الاقليدي» وفي الاحداثيات الكارتيزية» 1+درم» و زع هو الموتر 
(5.3) فى ثلاثة أبعاد وبذلك نحصل على الصيغة المعتادة لمقدار المتجه ”(4) 
وهي: 
(13.3) أمام = (A)‏ 
نقدم أيضا للموتر المرافق (من النوع حالف التغاير) ل رن م وهو أي وذلك 
من خلال الصيغة: 


(14.3) 8 = هع ربع 
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وعلى هذا نعرف قيمة أو مقدار المتجه :8 (مساوي التغاير) وذلك على 
الصورة: 


(B) = أأو روه‎ 8: B; )15.3( 


رهم هو المؤشر المرتبط بالمتجه 8. 


مثال (3.3) 


اثبت أن 4(2) و ”(8) كميتان لازمتان (لا متغيران). 


الحل: 
من العلاقة (12.3) نلاحظ أن: 


(AJ - روج رمه‎ A A 


2x dx"‏ کر 
dF dF 55‏ د 


dx” dx dx‏ “عر 


“4 س 
0 له يرق di dx j = Sim‏ 


dx dx | ) "يرن‎ QF Sr 
ا‎ 2 | 


= ea) (6$) (57) gım A A = بيه‎ gım A A” = (AJ 


4 





س ري = 4/2 ) 








- حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


وهذا يعي أن (4) كمية لازمة (لا متغيرة) وبنفس الكيفية يمكننا اثبات أن 
8[2) كمية لازمة. 
d xi‏ 


وأي متجه قيمته 1 يسمى .كتجه و حدة («ماع»< انم) وبذلك فإن 
3 


تمثل مر كبات وحدة متجه انقباضية [انظر العلاقة (6.3)]. 


كما أنه لو كانت قيمة المتجه تساوي الصفر فإن المتجه يسمى بالمتلاشي 
(:610 1). والمتجه المماس لمنحنى متلاشي هو متجه متلاشي. 


4.3 امو تر ات المشار كه (Associate tensors)‏ 
إن حاصل الضرب الداخلي للموتر الأساسي ربع والمتجه مخالف التغاير أ4 
هو المتجه له ززع ونلاحظ أن: 


dx' dx” dF 
ديرم سند س‎ 2 
0 dx dx 


Ai =‏ :8 “4 ربع 








dx' ) "يرن‎ 077 1 
حعححي چ‎ SE fimA 
2 \Qx' dx“ 
1 1 
2 o? gımA = ورع‎ A )16.3( 
dx dx 


ومن هذه العلاقة نرى أن أ4 ربع هو متجه مساوي التغاير ويسمى بالمشارك 
للمتجه 47 كما يكتب على النحو: 


(17.3) لل ررع = Ai‏ 
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نعرف أيضاً المتجه المشارك 8 للمتجه ,8 من حلال الصيغة: 
(18.3) (8 أأم د أ8 
وهو متجه مخالف التغاير مقارنة بالمتجه مساوي التغاير ز 8 وعلاقة 
المشاركة بين المتجه والمتجه المشارك علاقة عكسية. هذا نلاحظه كما يلي:- 
(19.3) ل ع A‏ ,اق ع ۸ برع نأو درم اع 
نلاحظ أننا استخدمنا العلاقة (14.3) للوصول للعلاقة (19.3) ويشار إلى 
هذه العملية بعملية حفض الدليل العلوي أو برفع الدليل السفلي. نلاحظ أيضا 
أن: 
ik jl 35 i „ik‏ د رمغ 
ArAı‏ "ع Arg Aı = ea) Š8‏ "ع ززع رى © = A‏ لك ززع ea‏ 
AXA )20.3(‏ أأع )4 = 


(لاحظ أن “!م = !*ج) 


والعلاقة (20,3) تفيد بأن قيم (أو مقادير) المتجهات المشاركة متساوية. 


مثال (4.3) 


(AP = رم‎ A: A أوضح بأن‎ 


الحل: 


حيث أن: 


أل A‏ ريع )€4 = )4( 


وحيث أن هل * ع = 4 فإن: 


حساب الموترات وتطبيقاتها لحت 


(A) = ىميم “ع زنع (4م)6‎ = €(A) 8 A, A 


= €4) Aj A = €4) بك‎ A 


وعملية رفع وحفض الأدلة يمكن القيام بها على الموترات أيضاً مغلا يمكن 
أن نكون موترات مشار كة على النحو:- 


Af wm = gri Amn )21.3( 


م هنا. 
وانطلاقا من ما سبق نرى أن الموترات المشاركة للموتر ر:4 تعرف على 
النحو: 
(22.3) وعم "ل "م = A‏ 


وهي عملية خفض الدليلين. 


وعموما وبالرغم من أن ربع و 4'م أحدهما مرافق للآخر إلا أن هذا لا 


3 الزاوية بين متجهين 
إذا كان أه و أط هي مركبات وحدتي متجه فإن الزاوية 0 بين وحدتي 


cos 0 = g;j a’ أط‎ = aj b' = “أو‎ aj b, = a by )23.3( 
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ومرة أخرى نرى أنه ف حالة الفضاء الاقليدي في ثلاثة أبعاد (إحداثيات 
كارتزية). يقود هذا التعريف [الصيغة (23.3)] إلى النتيجة المعهودة: 


+nn’ )24.3(‏ ”م7 يم + *[] ] cos  -‏ 
للزاوية بين وحدتي المتجهين (۸ ,72 , 1) , (2 ,1< , “1) 
وتكون 6 حقيقية في فضاء ريعان إذا كان المتري موجبا تحديدا. وهذا 
(حيث أن المتري موجب تحديداء عليه فإن المتجه أط ير + أ۸ قيمته أكبر 
من أو تساوي الصفر لكل الأعداد الحقيقية ير و ۸ أي أن: 


gij (Aa' + ub') (Aa' + ub’) <0 (25.3) 
وهذا يعن أن:‎ 

A2 +2 Au cos 6 + u? <0 )26.3( 
ومنها نحد أن:‎ 

(A+ ومع هر‎ 0J + u )1 - cos? 0) <0 )27.3( 


والمتباينة (27.3) صالحة لكل /م ,4 وبذلك فإن: 


1 -cos 0>0 )28.3( 


lcos Ol > 7 )29.3( 


كا حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وهذا يعن أن 0 حقيقية. 
وتعميما نرى أن الزاوية بين أي متجهين أ4 و '8 هي: 


8: A 8 


€4) © ره‎ 8m A" g,, B' 8“ 


ويكون المتجهان متعامدين إذا كان: 


cos 0= )30.3( 


gij A BÎ =0 


مثال (5.3) 


أوضح بان (0 ,0 ,0 ,1) و (/ 3ه ,0 ,0 , 2/) تمثلان وحدتي متجه في ۷4 
بالمتري: 
)d ×۶‏ م + ب )d‏ - 2 4) - ر 'ج) - = )ds(”‏ 


الحل: 
للمتجه (0 ,0 ,0 ,1) نرى أن | = ريم = يرع = ررع و - بيع 
0 = ربع لبقية الأدلة كما أن 1 = 4 و 44-0 = 4 = 42 وبذلك فإن 
[ + - 0 +0 +0 +رل)(1.) = gij A A‏ ريه = (A)‏ 


وهكذا فإن (0,0 , 1,0) هو متجه وحدة في ب۷ بالمنزي المذكور أيضا 


3 


للمتجه (ء/ 3ہ ,0 ,0 , 2/.) نرى أن 2= 4 0= ثم د ۸, ود ےو 
بف 
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(A) = eq) gij A له‎ 
= )1( ) 2 (2 + 0 + 0 + © ) 3 ترع/‎ 


[ = 3 + 2- = 
وهذا يوضح بأن (/ ٠13‏ ,0 ,0 , 2/) وحدة متجه. 
مثال (6.3) 
بالنسبة لوحدتى المتجه بالمثال السابق أوضح بأن الزاوية بينهما غير 
الحل: 


من العلاقة (23.3) ترى أن: 
كم كن يرع + ط ته ووع + 2م تن ريع + a b'‏ ررع = cos O‏ 
(/ 3/.) (0) 2 + 0 + 0+ 2ل. (1) (1) = 
2 - = 
وحيث أن 1 > |0 دمء| لأي زاوية حقيقية عليه فإن 0 بين (1,0,0,0) و 


(/ 3 ,0,0, 2/) زاوية غير حقيقية. 
الآن لو عدنا للاحداثيات الخطية المنحنية أي واعتبرنا مجموعة من المتجهات 
ءفي اتحاه زيادة “و4 فإنه لإزاحة صغيرة نرى أن: 
dr=e 4 )32.3(‏ 


2 


و حيت: 


حساب الموترات وتطببقاتها سه 


dr 
ع‎ = 33. 
د‎ 333) 
وحدات المتجه ذات العلاقة ,۾ هي:‎ 
1 dr 
جد للد دع‎ 34. 
° 4 
أي أن‎ 
ع‎ = hi ê, )35.3( 


(في العلاقتين (34.3) و (35.3) لا يوحد جمع على الدليل ) فمثلا في 
الإحداثيات الكروية ترى أن: 


,€= ع 
(36.3) و =r‏ ,€ 
=r sin0 ê,‏ ع 
بالرحو ع للعلاقة (32.3) وحيث أن: 
(ds) = dr. dr (37.3)‏ 
أي أن: 
dq )38.3(‏ أو 4 (ds =e . e‏ 
2 
وعقارنة هذه العلاقة بالعلاقة (1.3) نرى أن: 
Sij= © . © )39.3(‏ 
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مثال (7.3) 
أثبت أن ê‏ د مااع 


الحل: 


من تعريف المتجهات المشاركة ترى أن: 


ع #أوع أ 
~k‏ 3 
وبذلك فإن 

بيع “ام = € e.‏ م داع e‏ 
E a)‏ ق“ 

وذلك استنادا إلى العلاقة (39.3) » وهكذا فإن: 
8i‏ = عاك 
ےت 


وذلك باستخدام العلاقة (14.3) 


مثال (8.3) 


اسقنادا إل الخال السابق أثبت أن: 


لب مساب الموترات وتطبيقاتها سس 


عو “دع بع F.ei=F‏ 


وذلك من العلاقة (39.3) أي أن: 
gi F = F;‏ = رع . F‏ 


ب- نكتب هنا “ع ع7 در ونحسب ٤‏ . ۴ نحصل على: 


زوع =Fr(g' €:)(g‏ لع .“ع ,8 د EF. e‏ 
gis = Fxg’ 5‏ اچ ' Es = Fg‏ لكو “و عكر = 
Fg = Fi‏ = 
لع ام Fi=‏ 
مثال (9.3) 
اثبت أن 
لع أع = ع 
الحل: 
حيث أن 
Ek‏ ي = اع 
عليه فإن 
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مثال (10.3) 


إذا كانت رع مجموعة متعامدة فأوضح بأن: 


أ - ربع قطري ب- إرع/1 = "چ 


الحل: 


من العلاقة (39.3) وحيث أن ع مجموعة متعامدة» عليه فإن: 


زع i‏ 0 - روبع 07 


أي أن رع قطري 


ب- هنا نرى أن ,6 ديبع آأع 
وحيث أن ر زع قطرية عليه فإن: 
gı = 1‏ "8 (بدون جمع) 


ii‏ = م 


5 حساب الموترات وتطببقاتهاً سس 


تمارين ( 3 ) 


1- اثبت أن بره + ررم هو موتر مساوي التغاير ومن الرتبة الثانية. 
2- اثبت أن المتري للفضاء الاقليدي بثلاثة أبعاد في الإحداثيات الكروية 
(م = ابر ,0= ,م = ) هو: 
7ل 0 sin?‏ شر + ?0 d‏ قر + 7 dS =d‏ 


- اوضح بأن هي مر كبات وحدة متجه. 


4- أثبت أن المتجه المماس لمنحنى متلاشي هو متجه متلاشي. 

5- أثبت أن أ8 المعرف بالعلاقة (18.3) هو متجه مخالف التغاير. 

6- اكتب العلاقة المماثلة للعلاقة (22.3) بالنسبة للموتر رب4 

7- اثبت» موه أن 47 ليس عوتر مرافق للموتر ربك. 

8- أ- أوضح ما إذا كانت المتجهات (0,1,0,0) و(/ 3ل ,2,0,0/.) تمشل 
وحدتي متجه ف ۷4 بالمنزري: 


)d ۶‏ © + ترثيوق) - ترتبرق) - *( 'ج) - = 52ل 
ب- ماذا عن الزاوية بين المتجهين المذكورين في الفقرة أ. 


9- أثبت أن الزاوية 6 بين متجهين أ4 و '8 هي: 


)© رم‎ €(B) “مررع 8 7 وز 5 ع8‎ A' Bi B* 


sin? 0 = ر‎ 
€4) (BJ برع برق‎ A A B’ B 
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10- اثبت صحة العلاقة (34.3). 

1- اثبت صحة العلاقة (36.3). 

2- أثبت أن ار» 1/1 = اأعا. 

3- قم باشتقاق الموترات المترية الأساسسية مخالفة ومساوية التغاير في 
الإحداثيات الإإسطوانية. 

4- توصف بلورة ثلاثية الميل بواسطة المتجهات القاعدية مساوية التغاير: 
151 =€ و2047+1.67د,يع و €3=02Î +03j+ kê‏ 
أحسب الموتر الأساسي ررم في هذه الحالة. 

5- إذا كان ر4 هو موتر مساوي التغاير وملتوي التماثل فأثبت بأن 


che 1‏ : 
(2ر4 , روك , وو4) حت هو متجه مخالف التغاير. 


8 


الفصل الر ابع 
التفاضل المو افق للتغاير 
Covariant Differentiation‏ 


4 رموز كريستوفل. 

4 قوانين التحويل لرموز كريستوفل. 
4 التفاضل الموافق للتغاير للمتجهات. 
4 عمليات الموترات التفاضلية. 


4 المشتقات الذاتية للمركبات الموافقة للتغاير. 
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4 رموز كريستوفل 

رموز كريستوفل ليست موترات ولكنها كميات رياضية لها العديد من 
التطبيقات وخاصة في اهندسة التفاضلية (رr†ءn Geo‏ اهDiferenti)‏ والنظرية 
النسبية (:17607 رااهتاه‌ا۸) ورموز كريستوفل نوعان أول وثاني» ومكن 
اجاد تعريفان هذه الرموز» وذلك لو تصورنا نقطة تتحرك على منحنى لها 
احداثيات (8) إلى نقطة مجحاورة إحداثياتها (أجك + ) . فإن متجه الوحدة 
(القاعدة) (ءهاءء۷ وذىه8) ,ع عادة يتغير .مقدار ,22 فهذا المتجه الحديد ,062 
يرتبط مع متجه الوحدة بعلاقة خطية في “يله وتكتب على هذا النحو: 


ê, (1.4)‏ فلل dê, = Tî,‏ 
حيث ۲ ثل معامل سيتم تحديده في هذا البند. 


المعادلة رقم (1.4) يمكن اعادة كتابتها على الشكل: 


8 1 

el 2.4)‏ 
ولكن متجهات الوحدة ب ترتبط مع بعضها بعلاقة مهمة وهي: 

)3.4( بنع = ,6.6 


حيث رج قل مورا متريا مؤاققا للتغاير من الرتبة الانية وله خاضيّة التمائل 
(ننع = بزع) كما سبق وأن ذكرنا. بأخحذ تفاضل المعادلة (3.4) بالنسبة ل “ر 


(4.4) 





ت حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


بالتغريش عن قزمة a‏ من المعادلة (2.4) فى المعادلة (4.4) نحصل على: 





08 ا‎ 8 Aa 

E 7 Ti e, + 2, Tj ên (5.4)‏ 
من المعادلة (3.4) يمكن إعادة كتابة المعادلة (5.4) على الصورة: 

0 8 3 

a مزق‎ + Ti 8 im (6.4) 


المعادلة (6.4) نحري بها تغيير تسمية الأدلة على النحو: 
]ج j‏ و k+جI‏ و زجاع 


وهذا لا يؤثر على قيمة المقدار لأن مثل هذه الأدلة عادة يطلق عليها الأدلة 
الدمية indices)‏ 017717713 )؟ حيث أن تغير تسميتها لا يۇر ف قيمة المقدار 
مطلقاً. والمعادلة (6.4) بعد إعادة تسميه الأدلة تكتب على النحو: 





2 81x 7” r” 

§im + 1j 8 km (7.4)‏ زع 1+ “¬ EF‏ 
مرة أخرى نغير تسمية الأدلة في المعادلة (6.4) على النحو: 

زج [] و عجار و جع 


فنحصل على المعادلة التالية: 
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(8.4) 





O 8kj 
dx 





= 17 gim Ti مزع‎ 


ونلاحظ أن المعامل ,+1 يحمل خاصية التماثل الي تعطي بالعلاقة: 


Tig = Tr (9.4)‏ 
وخاصية التماثل للمعامل ٠٣,‏ يمكن اثباتها على النحو: 
من تعريف متجه الوحدة الذي يعطي بالعلاقة: 
IR‏ 
a (10.4)‏ 
dx‏ 


حيث ۸ هو متجه الموضع وبإحراء عملية تفاضل للمعادلة (10.4) بالنسبة 
ل أ واستخخدام العلاقة المعطاة بالمعادلة (10.4) نحصل على 


aR aR dê 
d R _ 2 R _ Qê, (11.4) 


2x dx dx dx @x* dx 


إستخدام المعادلة (2.4) نحصل على قيمة كل من كو 224 








0 
على الصورة: 
(12.4) ا 44 
وكذلك 
(13.4) 7ك 


4 حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


من المعادلات السابقة (11.4) و (12.4) و (13.4) نستنتج صحة خاصية 
التماثل للمعامل ,24 المعطاة بالمعادلة (9.4). 


بإستخدام خاصية التماثل للمعامل ,1 والموتر المتزي ر بم وبجمع المعادلة 
(6.4) مع المعادلة (7.4) ثم طرح المعادلة (8.4) منهما نحصل على العلاقة 
التالية: 


dê dg O 8kj 
2 gı 1 = متك ۔ عع + كد‎ 14.4 
٣ز ڻو ارچ اير‎ 0 
بضرب المعادلة السابقة ب ؛ ثم واستخدام أحد حواص الموتر‎ 
المتزي( ,اة = ' أو ,ررع) وبهذا يمكن تحديد قيمة المعامل ,“7 الذي يعرف على‎ 
أنه رمز كريستوفل من النوع الثاني ويعطى على النحو:‎ 


i I iı 08j 08 0 رع‎ 
I, دح‎ + | 15.4 
1 3 ا‎ dx “دن‎ ( / 











ارمز ,أ أ أو ةز يستخحدم في بعض الراحع ليعبر عن الرمز ,2 . 


أما بالنسبة لرمز كريستوفل من النوع الأول فإنه يعرف على الصورة: 








ير 2 ع98 برع9] 1 . 
E E 16.4‏ | ليك رورم 
06 يرم برج ب e‏ 


من المعادلة (15.4) والمعادلة (16.4) نرى أن العلاقة بين رموز كريستوفل 


g#" [jk, 1] (17.4)‏ ديزا 
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بضرب المعادلة (17.4) في الموتر المتزي ,نم نحصل على: 
[jk , 1] (18.4)‏ “برع = gis Ti,‏ 
وبإستخدام خواص الموتر المتري بمكن تبسيط العلاقة السابقة إلى: 
)19.4( 1 مع = Lj ks]‏ 


هذه العلاقة تربط بين رموز كريستوفل من النوع الأول والثاني. 


مثال (1.4) 
أوجد حاصل جمع: ‏ [۶ ]g”,‏ + ]۾ , «ط] ؟ 


الحل: 


باستخدام المعادلة (16.4) وخاصية التماثل للموتر المتري نحد أن: 














dx" "بر ررق برق‎  رب#‎ dx? 
(20.4) 


d d 0 0 2 0 
(Pal +lan 1=} | 8P4 Ema _ 8Pm , 8P4, EmP _ عوك‎ | 


إذا حاصل الجمع يمكن كتابته على النحو: 


d 
[Pm, q] + [qm, P] = (21.4) 
Xx 


2 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 
مثال (2.4) 

أوحد تفاضل الموتر المتزي “أي باستعمال رموز كريستوفل؟ 
الحل: 

(ESC J‏ أن: 


)22.4( ۰ “8 = رع “لع 


jk de... 
E اك‎ )23.4( 
xX 


وبضرب المعادلة (23.4) في ”ع واستخدام المعادلة (22.4) يمكن اعادة كتابة 
المعادلة (23.4) على النحو: 


jk له‎ ., de. 
O E (24.4) 





بالتعويض عن قيمة اگ 


x" 


الجمع على تر نرى أن المعادلة (24.4) تأخذ الشكل: 


. من المعادلة (21.4) في المعادلة (24.4) وبفك 


dg ir jkr 0 
= - "أو‎ g#" ([im j ] +] jm,i]) (25.4) 


dx" 


ومن العلاقة رقم (19.4) يمكن وضع المعادلة (25.4) على الصورة: 
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0 م‎ ir _i 
=8 8 * ورع)‎ T+ مزع‎ Tj) (26.4) 
ويمكن تبسيط المعادلة (26.4) على النحو:-‎ 
rk 1 
8 =-g" 8$ TF, -g SPT (27.4) 


بفك الجمع على 5 ,۲ نحصل على الصورة النهائية لتفاضل الموتر المتزري 
ويمكن كتابته على النحو:- 


dg“ 
dx™ 





ir jk 
E "هدي‎ E (28.4) 


مثال (3.4) 
اثبت صحة العلاقة الآنية (rl. = 3û8)‏ حيث (ع) هو حدد الموتر 
ا منري زنع. 
الحل: 
عا أن المحدد بم يعطي بالعلاقة التالية: 
K)‏ ,00 بزع = 8 


س حساب الموترات وتطبيقاتها سے 


والجمع في هذه يكون على الدليل ۾ فقط حيث (۸ e‏ 
Cofactor‏ احدد م وهو لا يحتوي على »رع بصراحة» بأحذ التفاضل 








للمعادلة (29.4) نحصل على : 
Gj, k= 8 GO, k) (30.4)‏ 8 _ 28 
jr‏ 8 0-8 ,08 
بفك الجمع على « تأحذ المعادلة (30.4) الصورة: 
Gj ,r( (31.4)‏ 
jr‏ 8 9 


ولو أحذنا تفاضل المعادلة (29.4) بالنسبة ل # واستخدمنا قاعدة السلسلة 

















dg 5 dg 08j, 32.4)‏ 
dx" d8;j, dx"‏ 
وبالتعويض عن قيمته من المعادلة (31.4) في المعادلة (32.4) نحصل 
jr‏ 
على: 
E (33.4)‏ = 8 
وبضرب المعادلة (29.4) في ”أي واستخدام حواص تمائل الموتر المتزي نحصل 
على : 


G(j, kK) - G (j, r) (34.4)‏ 5 = ولع 
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وبإستخدام المعادلة (34.4) في المعادلة (33.4) يمكن الوصول إلى الصيغة 
الآنية: 


2 





dg jr 28j, 
سد ے قت‎ 35.4 
23” 5 8 7 (35.4) 


ومن المعادلة (21.4) يمكن إعادة كتابة المعادلة (35.4) على النحو: 





6 = ”أو‎ g ([jm, r] + [rm, j]) (36.4) 

ومن المعادلة (17.4) بمكن اختصار المعادلة (36.4) إلى الصورة: 
r) (37.4)‏ )قف 
d x” E E‏ 


بتغير تسمية الدليل + ج رفي الحد الثاني بالمعادلة (37.4) نحصل على: 





24 - 2 17, (38.4) 
d x 


ويمكن تبسيط المعادلة (38.4) في صورة أخرى لتصبح على الشكل: 


= — Ing (39.4) 
d x 





لها حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


4 قوانین التحويل لرموز كريستوفل: 

لإيحاد قوانين التحويل لرموز كريستوفل في أنظمة الإحداثيات المختلفة نبدأ 
أولا با موتر المنزي يرم حيث يتم تحويل هذا الموتر حسب تعريف تحويل 
الموترات والذي يعطي بالعلاقة: 


0 dx" 2x" 
يورق‎ - Er ش22‎ 6 (40.4) 


بإحراء عملية تفاضل للمعادلة (40.4) بالنسبة إلى نظام الإحداثيات × 
تأحذ المعادلة السابقة الشكل: 


بر dx dx" d8r dx dx‏ _ عر28 


+ A E ESTERS 
02 QF QF ابرق‎ QF” QF 02" ايو‎ 8 





2x 2× 
FO 


وبتغير تسمية الأدلة الدمية ج زو زج "و صد« وكذلك وي ج رو 
مريامحومبي بو(وحيث نلاحظ مرة أحرى بأن التغير في تسمية الأدلة 
الدمية لا يؤثر في قيمة المقدار) تأحذ المعادلة (41.4) الصورة: 


x‏ @ يرق dx‏ يم dx‏ كير _ ص28 


PFO‏ “يرق ° QF‏ يرن QF"‏ “2ن عق 





02 4 0 r 
ا‎ (42.4) 


dxidx* dx” 


مرة أخرى بجعل زج + و )ج ”و جب زوكذلك رب ۲ و و د ٣او‏ 
ج و قي المعادلة (41.4) لنحصل على المعادلة التالية: 
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027 عرق dx‏ م,ع20 “ع0 Qx‏ _ ريم28 


QF” 202402‏ *22 يبرن ليزن QF"‏ © 
۶ړ@ ۽ 


dx*dx” QF 








n ور‎ 


)43.4( ممع 


بطرح المعادلة (41.4) من بحمو ع المعادلتين (42.4) و (43.4) ثم ضرب 
الناتج في ِ نحصل على المعادلة التالية: 


1 Bm 08, 0 ز8‎ _ 1 dx dx" ب‎ 
2 02 dx dx” 2 dx dx" ”عزن‎ 




















0 0 09 24 4 
Sqr + Srp + 8 وم‎ 1 8 xX dx 




















Xx و يتك )ر و‎ 
Cg, 7 مرق‎ g7 2 Fp موق‎ 4 
5 ج02‎ 9 dx 5 كبرق‎ @ x" 
RDF” ° 6ج 317 نيزج‎ FF” 8" 
dx 22 x 1 0222 7م‎ 
E ا ل‎ IF 
dx? 2 x1 
7 7 ۰ 


بتغير تسمية الأدلة في الحد الشاني في المعادلة (44.4) کک تعريف 


x 2‏ 02 2 كير 2م 
ET EEE ET‏ 











17 Ha 





)45.4( بورع 


02 


نه 


من المعادلة (45.4) وتعريف الموترات يتبين أن رموز كريستوفل ليست 


4 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 
الآن تحويل الموتر المتري يأخذ الشكل: 
QF QF”‏ السب 


)46.4( اک کک کک 


من المعادلة (46.4) المعادلة (45.4) نحصل على الآتي: 


dx” كبرق‎ dx" 2 QF” 
dx Qx* dF" ”بر‎ dx 

















[pq, r]‏ انع = [jk m]‏ "اع 


@? x" كبرق‎ QF dx” 
Qdxidx* dx" “رن ”برق‎ 








)47.4( ور 8° 


وبإستخدام تعريف رموز كريستوفل من النوع الثاني يمكن اختصار المعادلة 
(47.4) على الصورة: 








و لوو 036 “برو د عت 
7 € كين رو تجن = 12 
ج2 x"‏ ”2 
4 ا 


كما يمكن اختصار هذه المعادلة إلى صورة أبسط وذلك على الشكل: 


x"‏ ?2 و dx" dx" QF‏ زس 
E 49.4‏ القن E‏ ا 
تبرق * چ اچق ‏ ۳ كبرق 2ن نج * 
وتؤكد المعادلة (49.4) أن رموز كريستوفل ليست موترات مع ملاحظة أن 
هذه الرموز يتم تحويلها على أنها موترات وذلك في حالة التحويلات الخطية 
فقط أي عندما 
5ر02 


322024 
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مثال (4.4) 


احسب رموز كريستوفل من النوع الأول للفضاء التالي: 


)50.4( 7 ل 6 si‏ ۶ + 02 بن ۶ + فرق = @s‏ 
الحل: 
م ركبات الموتر المتري الموافق للتغاير يمكن حسابها من المعادلة السابقة 


7 = ررع» ۶= ددع وكذلك 0 رای ۶ = ووی 


وأما بقية مر كبات الموتر المنزي هذا الفضاء تساوي صفراء أي أن 0 = » بم 


لكل #عد: ومن هنا عكن حساب محدد الموتر المتري وال تعطي بالعلاقة: 


٠ I 0 0 
ع‎ 0 r2 0 = r sin” 0 (51.4) 
0 0 r*sin?0 


م ركبات الموتر المتزي المحالف للتغاير تحسب كما درسنا في الفصول 
السالفة على النحو التالي: 


)52.4( = لني 


حيث (ز , :) © هو محيدد المحدد ع ومن المعادلة (52.4) توجد مركبات 


الموتر المنزي وهي: 
2 4 
(53.4) 0-6 - 11 
26 ف 2 
sin 1 (54.4)‏ - تنو 





r‏ ع8 


بعد حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


1 3 
)55.4( = و 


r 
8 r sin? 0 





وأما بقية المركبات فإنها تساوي صفراء أي أن 0 = أي لكل ز1 ومن ثم 
يمكن حساب رموز كريستوفل من النوع الأول حسب المعادلة (16.4) على 


النحو: 
م 0 I (28, Og,‏ 
56.4 0= |11 1| = ع ,1 
/ ( ا 1 1 
وكذلك 
dg‏ روع0 {d8‏ 1 
57.4 | 621_522 21| 2 - 2,1 
e‏ ا ب ]| + ]221[ 


وهكذا يمكن حصر رموز كريستوفل من النوع الأول لهذا الفضاء على 
النحو التالي: 
0 > [11,1] = [11,2] = ]11,3[ 
0= [12,1] = [12,2] = [12,3] 
=r si?0 , [13,2] = [13,1] > 0‏ ]13,3[ 
0= ]21,1[ = ]21,2[ = ]21,3[ 
0= [22,1] = ]22,2[ = [22,3] 
0= ]23,1[ = ]23,2[ , 0 دم 6 sin‏ 7 = ]23,3[ 
r sirî 0 , [31,2] = [31,1] =0‏ = ]31,3[ 
0= ]32,1[ = ]32,2[ , 0 5م 6 sin‏ 7 = ]32,3[ 


[33,3] = 0,[33,2] = - # sin Ocos 0 ,[33,1] = -r sin? 0 
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مثال (5.4) 





الاسطوانية. 


الحل: 
مركبات الموتر المتري في الإحداثيات الإسطوانية تعطي بالعلاقات التالية: 
(58.4) م 
أما بقية المركبات 0 = ربع لكل ز < اومن ثم يمكن حساب رموز 
كريستوفل من النوع الأول وهي: 


[12,2] = [21,2] = م‎ (59.4) 
[22,1] =p (60.4) 


وأما بقية رموز كريستوفل من النوع الأول فإنها تساوي جميعا الصفر. 


ومن المعادلة (59.4) و (60.4) يمكن حساب رموز كريستوفل من النوع 


الثاني وهي: 
)61.4( م- 2217 ل = r‏ 
S11‏ 
FS LE DISD (62.4)‏ 
822 
)63.4( م = ]212[ ل = r2‏ 


833 


جل لساب الموتوات وتطبیقاتطا س 


مثال (6.4) 


إذا كان الموتر المتري للفضاء ,۷ يساوي 0 = ربع لكل ر 1 اثبت الآتي: 


٣ =0 |‏ (عندما اع زعم )؟ 
:8 0 1 
ب و SET‏ 
0x‏ 28 
الحل: 


من تعريف رموز كريستوفل من النوع الثاني: 


1 dg, dg, d8; 
Ta غ ا‎ 64.4 
2 ا‎ dx @x' 4 











وما إن الموتر المنزي لهذا الفضاء 0 = رع لكل ار : عليه نستنتج أن 
المقدار الذي بين الأقواس يساوي الصفر ومنه نحد أن 


Fi, =0 (65.4)‏ 
يمكن ايجادها من التعريف التالي أيضا: 


:8 90 و رع 0 و0 
ل 
“هرق “برق تيرق 











1 ده‎ [i,s] = 2 ) (66.4) 


81s 28s 


وما أن 0 = ربع لكل رع ن عليه فإن:- 


با وهف E, AE,‏ 
67.4 لل عل ين امتح | Fa‏ 
dx dx e‏ ا و2 ك2 
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أي أن: 





08 َك 1 
68.4 للق تك د نر 
dx ١ /‏ :28 





4 التفاضل الموافق للتغاير للمقجهات: 
Covariant differentiation of vectors‏ 


إذا كان لدينا دالة في الفضاء تمثل كمية لازمة (لا متغير) ولتكن () 0 = م 
بإحراء عملية التفاضل هذه الدالة نحصل على: 


26 048 dx dx 06 69.4) 








ومن هذه العلاقة يتبين أن تفاضل كمية لازمة ينتج عنه موتر موافق للتغاير 

500006 d0, 
من الرتبة الأولى يرمز له ب :م حيث ( کک = رھ) ويطلق عليه تفاضل موافق‎ 
للتغاير لكمية لازمة. وهنا نطرح هذا السؤال: هل تفاضل موتر موافق للتغاير‎ 


دعنا نعود إلى المعادلة (49.4) ونقوم بضربها في ك لنحصل على: 


i ؛ ۶ 2 أ ۽ ۹ر3 م‎ 0 
93 = 0x Bx Dx OF و‎ 0“ x dx' dx 00.4) 


- 1, س : 2ت‎ e ا‎ 
Qxi * @xi Qx* Qi dx ° @gidF* QF dx 








ذا حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


بتبسيط المعادلة (70.4) والحل للكمية جك كب نحصل على العلاقة التالية: 
SL. _ 2× -¡ 2x 2×‏ 
Tp e EE, 71.4‏ 
e‏ * رق نرق #4 QF dx* QF‏ 

والآن نرحع إلى تعريف الموتر الموافق للتغاير من الرتبة الأولى والذي يكتب 
على الصورة: 


A4 (72.4) 


- dx" 
چو مه‎ 

وبإحراء عملية تفاضل للمعادلة (72.4) بالنسبة ل *× نحصل على المقدار 
التالي: 


4 4 ف‎ 2 84 
dA, _ dx 0“ م24‎ 0“ x A, (73.4) 


3* 325 022* ثنرن‎ QF dF 








2 2F 
بالتعويض عن قيمة المعادلة (72.4) في المعادلة (73.4) نحصل‎ 


dx dx* 
على:‎ 














QA, 024 «+ ,ب كبرق م04‎ 2× dx 
+ —n I pq - معدا امد‎ 
x 01 027 dx 


ri) A, (74.4) 








عا يقابلها وهو ,4 عندئذ يمكن تبسيط المعادلة (74.4) إلى الصورة: 


2A4, =, > | _ 2824 x (24, وم‎ 
-T A |= a -TS A 75.4 
ا‎ 5 1 dx? 02:* O 2 00 
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58 : : 8 04 ET 
ا موتر موافق للتغاير من الرتبة‎ rf, 4) وهذا يعن أن المقدار‎ 





الثانية يطلق عليه التفاضل الموافق للتغاير ل ي4 بالنسبة إلى “د وعادة مايرمز 
للمقدار السابق بالرمز ,.,4 ويكتب على الصورة: 


04 
)76.4( وك ,1 - د ترروك 
dx‏ 
ومن هنا نستطيع أن نخلص إلى النتيجة التالية: تفاضل موتر الموافق للتغاير 


بالنسية إلى الفضاء “× لا ينتج عنه موتر وذلك لوجود الحد الثاني 5 المعادلة 
(73.4) ونلاحظ أننا استخدمنا الترميز المرتبط بالفاصلة في الاشتقاق. 


مثال (7.4) 
أوحد التفاضل الموافق للتغاير لموتر مخالف للتغاير من الرتبة الأولى *م؟ 
الحل: 


من تعريف الموتر المخالف للتغاير والذي يكتب على الصورة: 


1= 
)77.4( ا 


وبإحراء عملية التفاضل بالنسبة ل *× للمعادلة (77.4) نحصل على: 


1 1 1 : 2-1 1 
dA 2 dx d4 2“ x dx A4 (78.4) 


+4 
+87 عن ”رج “برق *272 تبرق 2 














: 5 dx 
dA 9x 2× 2 A3 
dx* “جرت ”برق‎ dx 
82 _„ QF dF" 4, | “رق‎ 
٤ " 8 “برق كبرق‎ 1 7 3 0 


ويمكن احتصار المعادلة (79.4) لتأحذ الشكل التالي: 


dA' 7# “بر‎ 2A3 


dx" @Qx3 dx“ @dx 
dx dx' 1-2 dx dx” dx 


dx" dF* 53 رق كيج‎ 02“ 























ASTI, (80.4) 


ويمكن اعادة كتابة المعادلة (80.4) لتأحذ الصورة: 





34 @F' @x' (2A4 
ثري س‎ AP 
2* ا “02 كبرق‎ 2 
5 7 AS (81.4) 


بفك الجمع في المعادلة (81.4) للحد الأخير ونقله إلى الطرف الأيسر وتغير 
تسمية بعض الأدلة نحصل على الصورة: 


DA ام‎ EE S8 











dx 
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القدار الذي :بين الأقراس نل موترا عقلطا من الرتبة:الثائيه وذلاق حب 
تعريف الموترات ويرمز له بالرمز:- 
(83.4) عر عب 24 A,15‏ 
dx‏ 


ويطلق على 4,١‏ التفاضل الموافق للتغاير للموتر 4 بالنسبة ل '×. 


مثال (8.4) 
أوجد التفاضل الموافق للتغاير لموتر من الرتبة الثانية Aj‏ ؟ 


الحل: 
ا موتر ج ر۸4 حسب تعريف الموترات يكتب على الصورة: 


- dx dx 





A= Fi Uk (84.4) 
: 24 ياجراء عملية التفاضا بالنسبة ل‎ 
,جر‎ 
0 نير 02 5 ربك‎ 1 4 2 k 
dF 2024 QF °` QF 7“ 
ا ف‎ 9x 9 4+ 
EF 22 EFS dx 9 


الو عو لفو ن اا وو ی اد و 


FF 
نحصل على المقدار التالي:‎ 


بد حساب الموترات وتطبيقاتها س 


- 

















“يرت x 9x" dx”‏ × ىب 24 
A. 1 4‏ 77ت 
1 أن 024 2ن “7 نرق عرق ١‏ “2¥ 





uw 


: :4 س 
4ج چ چ3 ۴ لجرق چ3 4 





5 j k 1 u w 
dx dx dx' dx" dx r* ا‎ 














j k ' 24 
+ دك‎ 0 524 1 )86.4( 
dx' dx' dx dx 


ويمكن اختصار المعادلة السابقة إلى أبسط صورة على النحو: 


dA لاعس لدوب‎ dx 016 dx 
“T7 A, Tj A, |=—— 
7 2111 1 dx 072: 03“ 


dA; 5 s 
ET AT A A) 
01 

















dx*‏ نرق 
dx" 2#‏ 


الأدلة. المقدار الذي بين الأقواس في المعادلة (87.4) عبارة عن موتر موافق 
للتغاير من الرتبة ة الغالثة؛ هذا ا موتر هو: 





وحيث عوضنا من ورك ب 4 كما قمنا بإعادة تسمية بعض 








qk 


34, 
د‎ | ATA (88.4) 
8 


ويطلق على ي, م4 التفاضل الموافق للتغاير للموتر ر4 بالنسبة ل "×. 


109 








مثال (9.4): 


أوحد التفاضل الموافق للتغاير للموتر المتري +:م؟ 


الحل: 
على النحو: 
08 
)89.4( درة “Tg 8, Tq‏ كد = ورور 


,28 
من المعادلة (21.4) نعوض عن قيمة دك في المعادلة (89.4) فتحصل 
على: 


)90.4( ور8 بلحبوع Tj‏ - [زروع] + lj © Kk]‏ = وؤزق 


وبالتعويض عن قيمة ,وع 75 من المعادلة رقم (19.4) في المعادلة (90.4) 


نصل إلى الشكل النهائي التالي: 
kK] - [kq, j] = 0 (91.4)‏ ,وذا - &jk,q = [jq , Kk] + [kq, j]‏ 
مثال (10.4) 


أوجد التفاضل الموافق للتغاير للموتر /6: 


الحل: 
عا أن ي 84 تعطي بالعلاقة: 


علد حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


8 
8q = - 11, +i, (92.4) 


J.4 x 


8 
ولكن 0 2 (تفاضل كمية ثابتة) وبفك الجمع في المعادلة (92.4) 


(93.4) رو 1ج Tj‏ - 0 د برأة 


ومن خاصية التماثل لرموز كريستوفل ,"۲= ,15 نحصل على: 
٠ )94.4(‏ 0 - 8 
مثال (11.4) 


أوجد التفاضل الموافق للتغاير للموتر ”44 بالنسبة ل *×: 


الحل: 
حيث إن الموتر 447 مخالف للتغاير من الرتبة الثانية عليه: 


—p, _ QF 0 


As (95.4) 








dx تير‎ 


بإجراء عملية التفاضل بالنسبة ل *× نحصل على: 
2x" 24 2? x 9x" QF qs‏ 92 “+9 047 
2x‏ 024 ”برق 4ر2 dx dx dx"‏ يرق dx‏ 

















dx QF 29” qs 
كبرق‎ dx dx" 22“ 


(96.4) 
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2 x" 22 


ا عات المعادلة (96.4 
dx"‏ كبرق ` dxdx”‏ و2 3 / ( 


بالتعويض عن قيمة 


27 9¥ مچ _ "9¥ ار د d4” 924 0+ dx"‏ 
"برق ۹ق أ "برق "4 “02 ×2 "×2 2724 
































CA 0 0-7 0F 2F‏ 02 برق 
عيرق قير ٣‏ "برج *5 | قير ”© كبرق 4ق 


dx" 
dx 





)97.4( م 


بفك الأقواس يمكن أن نبسط المعادلة (97.4) إلى الصورة التالية: 
2x" 24 2 2¥ 2‏ 32 :+2 ”94 
dx x" 2x" 2×" 05 3#‏ كبرق dx"‏ 


dx? 32 dx" dx dx 
+ TY, AS - 
2x "يرق‎ dx °" “برق‎ 2× 























S pm 
A Ton 


AT 

















0 dx” dx 


EE ARTE (98.4) 








ويمكن اختصار المعادلة (98.4) إلى صورة أبسط وذلك بعد تغير تسمية 
—P —r‏ 
الأدلة والتعويض عن كل ۸۹ dx‏ 9# ب47 و dx dx A3‏ ب AF‏ 


dx 0 E3‏ بره 














047 +A" T+ AFF, _Q#* LES dx" 
dx ` كير كير‎ ۴ 


>) + A“ T1, + AT; (99.4) 
dx" 


0 حساب الموترات وتطببيقاتهاً سس 


المقدار الذي بين الأقواس هو موتر مختلط من الرتبة الثالثة يسمى بالتفاضل 
الموافق للتغاير للموتر ”47 ويرمز له كما يلي:- 
x‏ 


45 8 :. 
A4 = م‎ AS Ff, +A" 5 (100.4) 


ومن الأمثلة السابقة يمكننا أن نحد قاعدة عامة لإيجاد أي تفاضل موافق 
للتغاير لأي موتر على النحو: 


dA" ane dm 
QQ 3 یا زک‎ S4 5 1 qm _ 4 dı “qm 
SS 0 dx“ Tek Ae Tsk Ag is os 


_ FT 41 “dm _ Fl 91.4 
Ts, As E Tsk Ags, E 


—_ F9 84 42 A91143 “dm 
TH A FT Af ey 0 ل‎ 


Sn‏ زک 


GEG (101.4)‏ اي 


وگ“ وكارك 


والتفاضل الموافق للتغاير يبين معدل التغير لأي كمية فيزيائية مستقلة عن 
نظم الإحداثيات وعليه فهذه الكميات مهمة جداً في كتابة القوانين الفيزيائية 
حيث إن القوانين يحب أن تكون مستقلة عن نظم الإحداثيات المختلفة. 


1 


1 
مثال (12.4) 0 


أوجد التفاضل الموافق للتغاير للموترات أ- م » ب- Aj‏ » جحت ربق . 
وذلك بإستخحدام العلاقة المعطاة ي المعادلة رقم (101.4). 





|الفصل الرابع: التفاضل الموافق للتغاير 113 














الحل: 
- 
A‏ 04 ر 
Ag =< Ti, Af +1 4: (102.4)‏ 
ب- كذلك من المعادلة (101.4) نحصل على: 
il i Ail‏ 0 1 ,04 7 
A (103.4)‏ + ايه 1+ Tha A‏ = رايد 
ح- من المعادلة (101.4) نحد أن: 
k 1 k‏ 1 ا 
Aa TATA, (104.4)‏ 


Tensor differential operation عمليات الموترات التفاضلية‎ 4 

ي هذه الفقرة سنبين كيفية كتابة بعض المؤثرات (Operators)‏ 3 تحليل 
المتجهات مثل تدرج كمية قياسية (0724164) وتباعد دالة متجه 
(ه01727987) والتقاف دالة متجه (071) والموثر اللابلاسي (Laplacian‏ 
(02674107 في صورة موترات. 

أ- تدرج كمية قياسية: 

يسمى الرمز ¥مۇثر دل (:10ه«عم0 061) ويكتب على الصورة التالية: 


)105.4( 2 نم - و 
dx‏ 


عد مساب الموترات وتطبيقاتما س 


عندما يؤثر 7 على كمية قياسية (4)2 = م . ويطلق على المقدار 
م تدرج كمية قياسية وتعطى بالعلاقة الآنية: 


)106.4( بك زوق حو مو 
dx‏ 


الكمية س سبق وأن تعرفنا عليها في العادلة (69.4) واطلقنا عليها 

2 

التفاضل الموافق للتغاير لكمية لازمة وهو موتر موافق للتغاير من الرتبة الأولى 

ويرمز له ب ,,4. والموتر المصاحب له هو مخالف للتغاير يمكن ايجاده كما سبق 
وأن درسنا على الصورة: 


)107.4( ا 


x 


بح تباعد دالة معجه :)divergence)‏ 
تباعد دالة متجه 47 يعرف على أنه احتزال أو انقباض (Contration)‏ 
النحو: 


7 
(108.4) ا شف 


div A = A= 
©“ كبرق‎ 





وبالتعويض عن قيمة رموز كريستوفل من النوع الثاني من المعادلة (39.4) 
يمكن إعادة كتابة المعادلة (108.4) على الصورة: 


4 ف كوي مقة ته ورك رةه 
)109.4( 8 كد زواع م AEA‏ 
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المعادلة (709.4) يمكن اختصارها لتأحذ الشكل العام لتباعد دالة متجه 


9 . A= ثم بذك‎ = EF A43) (110.4) 


مثال (13.4) 


أوجد تباعد دالة متجه ل 4 في الإحداثيات الاسطوانية؟ 


الحل: 
مركبات الموتر المنزي في الإحداثيات الاسطوانية تعطي على النحو: fi‏ 
0 -ر لكل ز1 و أما باقي الم ركبات 
1 - ررع و ثم = ويع و 1 - وع 


إذا حدد الموتر المتزري بحسب على النحو: 


6 


| )111.4( 


هه 
1 

© 83 ~~ 

o, 

- 


من المعادلة (110.4) ضحد أن: 





)112.4( 1 4 )كبر )2 


1| @ 
dA = — | A' J+ 
iv ا‎ 7 0 


وحيث أن م = × و م = 2د وكذلك ج = تر 
وكذلك: 


ا حساب الموترات وتطبيقاتها مسي 


أل = A‏ 811 |ء - مك 
)113.4( 7 م = 4 ع = بف 


= 4 ع =4 
وبالتعويض من (113.4) في المعادلة (112.4) نحصل على: 


div 4? - 5 E. e لبر و‎ (p4) (114.4) 


ح- المؤثر اللابلاس 72 Laplacian Operator‏ : 


بأحذ تباعد دالة متجه للمعادلة (107.9) نحصل على العلاقة التالية: 
)115.9( اک 6 Fad‏ 
dx‏ 


المعادلة السابقة يعاد صياغتها بالاستعانة بالمعادلة (110.4) فنتحصل على 
صورة نهائية للمؤثر اللابلاسي في هيئة موتر على النحو التالي: 





)116.9( ا“ E + [ur‏ ن2 


المقدار الذي بين الأقواس يمثل موترا مخالفا للتغاير من الرتبة الأولى. 


مثال (14.4) 
اكتب المؤثر اللابلاسى في الإحداثيات الإسطوانية: 
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الحل: 





م رکبات الموتر المتري في هذه الإحداثيات تعطي على النحو: 


0= ربع لكل زع ¡ وباقي المركبات هي: 1 = رع و “م = 22ع و 1 = ووم 
بإستخدام حواص الموتر المتري 


)117.4( 8 = لع وزع 


يمكن حل المعادلة السابقة لنحصل على: 


i1 _ ©) 1)‏ 
(118.4) 0 ب انو 


حيث (1 , [) € هي محيددات المحدد ۾ ومن المعادلة (118.4) نحصل على: 








1= اذى 
م /1= ”۽ 
)119.4( ا 
“م- چ 
وبذلك من المعادلة (116.4) نحصل على: 

لوي نشي ريج وو 

01 88ل صن چ 6 ماع 1 

2 0 
+ 6 | )120.4( 


ومكن تبسيط المعادلة السابقة بالإستعانة بالمعادلة (119.4) فنحصل على: 


ط حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


29 +02[ 890 ]) 129 
)121.4( 37 + م0 7م + بت سدم y2‏ 








د- مؤتر دوران دالة متجه (4 (curl‏ : 


يرمز لموتر دوران دالة متجه ب(4 1»ء) وهو موتر غير متماثل من الرتبة 


الثانية. ويعرف على النحو: 
)122.4( بيك - (curl A Jij = Ai, j‏ 


بالتعويض عن قيمة التفاضل الموافق للتغاير زرب و :رش من المعادلة (79.4) في 
المعادلة (122.4) نحصل على المعادلة التالية: 





24 04 


A (123.4) 











بتغير تسمية الأدلة 2 الحدين الأخيرين ۸ م ۾ » 1 وبإستخدام خحاصية 





24 _ 
eA 2 ' )124.4(‏ 
ب 0 
هذه المعادلة تمثل الشكل العام لدوران (أو التفاف) دالة متجه في شكل 
موتر. 


4 المشتقات الذاتية للمركبات الموافقة للتغاير (,4) 
The intrinsic derivaltive‏ 
يرمز للمشتقة الذاتية للمركبات الموافقة للتغاير م4 (وقي بعض الأوقات 
يطلق عليها كذلك المشتقة المطلقة للمركبات الموافقة للتغاير) حول منحنى 
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ا 04 „ . ٤‏ 8 
(1) × = كر إحيث : تمثل بارمتز) بالرمز 01 وتعرف على أنها الضرب 








dx 1 : 5‏ . 5 
الداحلي بين التفاضل الموافق للتغاير مع 1 وتكتب على الصورة: 








)125.4( 


Ar م‎ dx _| بر_ م24‎ dx" 
6t 4 على‎ \2x* 24 [| وى‎ 


ويمكن تبسيط المعادلة الأخيرة إلى 


6 م204 م4‎ d x 
ت ب‎ 126.4 
St dt Pa 0 ( / 








وبنفس الطريقة يمكن ايجاد المشتقة الذاتية للمركبات المحالفة للتغاير "۸ 


على النحو التالي: 
dA” d x1‏ يرل م8 
A 127.4‏ بتنشدت حتت 7 O‏ 
St dt dt 1 qr dt ( /‏ 
مثال (15.4) 


أوحد المشتقة الذاتية لكمية قياسية (1) 1 = 1 
الحل: 
من المعادلة (125.4) بحد أن: 


أرق ل5 
:ل 6t‏ 





(128.4) 


120 حساب الموترات وتطبیقاتھا سسسب 


وبالتعويض عن قيمة التفاضل الموافق للتغاير ع 7 في المعادلة (128.4) نحصل 
على 


k 
§1_Q1 dx* dl (129.4 


6t dx dt dt 


نلاحظ أن المشتقة الذاتية لكمية لازمة يتكافئ مع التفاضل الكلي لتلك 
الكمية. 


مثال (16.4) 
أوحد المشتقة المطلقة لمركبات الموتر المتري زنع. 


الحل: 
من المعادلة (125.4) نحد أن المشتقة المطلقة لمركبات ررم تعطي بالعلاقة: 





68:; d x 
و‎ 130.4 
St 214 dt ( / 


وما أن 0 - بي .رب من المثال رقم (9.4) [المعادلة (91.4)] 
إذا يمكننا احتصار المعادلة (130.4) على الصورة: 


88 
ل‎ )131.4( 
Ot 
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تمارين ( 4 ) 


1- اثبت أن 


0 
SEE = [ij 1[ + [Rj , i] 


2- احسب رموز كريستوفل من النوعين للمتريات: 
أ- ترقيه) مر ہنی ر + ترتيق) ر م + 2زليل) = و 
ب- #رغيل) رغر , ') G‏ + ترابل) = “ول 


و حيث 6 دالة في دو 2ر. 


3- اثبت أن 





84 


4- احسب أ4« و م 77 في الإحداثيات الكروية؟ 





3 


5- اثبت أن 0 -2 ,لني ؟ 


6- أوجد المشتقة الذاتية لكل من الكميات التالية (بفرض أنها قابلة للتفاضل 


بالنسبة ل 1): 
أ - gi» A‏ ب- ر4 إ8 ح- ;4 ;6 A 8j»‏ 


7- أوحد التفاضل الموافق للتغاير لكل من: 


(8 و( “يه‎ r Af 1.a e A 


الفصل الخامس 
الجيوديسيات والانناء 


026006515 and Curvature 


5- الجيو ديسيات 

5- التوازي. 

5- موتر الإنحناء لريمان وكريستوفل. 
5- موتر ريتشي. 

5- متطابقة بيانكي. 


5- مواضيع متفرقة. 
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5 الجيوديسيات Geodesics‏ 
نحن نعلم من حسبان التغاير (0۸ ۷»i»‏ fه‏ »ااه ) إنه في فضاء اقليدس 
ذي الثلاثة أبعاد أن الخط المستقيم هو المسار الذي يمثل أقصر مسافة بين 
نقطتين. هنا نود أن نعمم هذا المفهوم الأساسي لفضاءات أحرى مقل 

فضاءات رعان. 

ليكن» المنحنى () أ = أ حيث + هو بارامتر يصل النقطتين الثابتتين وط » 
ر واللتان تناظران قيم البارامتر ون » ب على التوالي. الآن وكما سبق وأن 
نوهنا بالفصل الثالث أن المسافة 5 على طول المنحنى بين مم و رط هي: 

7 4 x دك‎ 
5= 7 رةه‎ dt (1.5) 

ولنعتبر كل المسارات الي تصل 20 و ,2» فلو كانت المسافة روم المقاسة 

على طول المنحنى مستقرة («511:020) فإننا نسميها بجيو ديسية (ع60051ع). 


فمثلا: الخط المستقيم هو جيوديسية في المستوى» وقوس من دائرة عظمى 
(أو كبرى) على كره هو أيضا جحيو ديسية»› وهكذا... ع 


هذا ونستطيع إيجاد المعادلات التفاضلية للجيوديسيات بإستعمال معادلات 


أويلر وهو الأسلوب المتبع في حسبان التغاير؛ إلا أننا سوف نقوم هنا بعمل 
ذلك انطلاقا من أوليات بسيطة. 


عندئل نعرف المعادلات “رق + × = xi‏ والمنحنى ج وهو منحنى يحوار المنحنى 
ع» دعنا أيضا نفترزض أن 0 = ق عند النقطتين مط و ,م ؛ وهذا يعن أن 2 


45 حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


يصل دائماً النقطتين المذكورتين» أيضاً تكون المسافة 5 الواصلة بين و و رط 
على طول ج هي: 


3= f )رو‎ 7 dt (2.5) 


وحيث نرى أن ( ×) ربع هنا دوال في x‏ . ثما تقدم نلاحظ أن: 


O 8ij «(dx 4‏ ليك 48 
برق كب ق س و اك ست يحت رهن 
ı7 3‏ ع dt dt 6 EP‏ تكد 
dx 4 : dx dxi 43 d :‏ 

EOE EE A o 
5 2 «(( Uae ad 50 )ي‎ 


de... 0 j 
+ 8ii gk 1X ax )3.5( 
dx" dt dt 





وحيث قمنا بإهمال الحدود من رتب أعلى من الرتبة الأولى؛ كما 
استخدمنا كون : و زر متغيرات دمي للوصول إلى الحد 











0 أرق 
برق 29 

ij dt PT / 

عليه فإن: 

7 أل ' رچ‎ dx dx 

N ai VY Ar dF 

dx d O8ij dx dxi 
عن ذاق‎ dt ° × (+ a يرن د‎ 
dt 2 0 dt dt 4.5) 


4 ك‎ 
517 i di 
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لاحظ أننا استخدمنا مفكوك ذي الحدين للوصول إلى (4.5) وهكذا 
وانطلاقا من (1.5) و (2.5) يكون التغير في الطول ء 8 من المنحنى » | 
المنحنى ج يعطي على الصورة: 

وحيث أن بارامتر على المنحنى» فإنه يبمكننا إختيار ى وهو المسافة القوسية 
على طول ء على أنه هذا البارامتر» بذلك نحصل على: 


2 2 بيج 261 1 برچ‎ dx 
7 
2 ox dt dt بم‎ (5.5) 


1 زا‎ 
ةs=3-s=‎ | dt 4 
/ عه‎ dx 
Si عن‎ dt 


وللوصول إلى (5.5) إستعملنا 1 = 7ع. 


أي أن:- 


sı. dx d 1 08: 4 أب أ‎ 
-وة‎ |: 8 4 (x (+ 1 ا رن‎ ds )6.5( 


ولقد استخدمنا العلاقة (1.5) للوصول إلى العلاقة (6.5) والعلاقة (1.5) 
يمكن في الحقيقة وضعها على الصورة: 


i / 
د‎ 27 )7.5( 


41 عل ذا‎ dt 
. وقيم البارامتر القوسي مء و رى هي تلك المناظرة للنة للنقطتين مط › ر۲‎ 


نكامل الآن الحد الأول بالتجزئي لنحصل على: 


2 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


d xi | Sia i, dx 108i dx dx 
,ر م | أرق | - إار ى و|=‎ d 
8 ds 3 ا‎ 3 5 8 ds 2 بر‎ ds ا‎ 9 


(8.5) 


ولكن وحسب معطيات المسألة 0 = أرق عند وص و رم وبذلك فإن الحد 
الأول بالطرف الأيعن بالعلاقة (8.5) يتلاشى؛ أيضا نرى أن: 








4 d xi 42 x 08:; dx “يرك‎ 
ds dx“ ds ds 

d7 x „18 dx dx“ ڕ‎ 198 43 43“ 
ds? 2 *ع0‎ ds ds 2 dx ds ds 
)9.5( 

















وللوصول إلى العلاقة الأخيرة هذه استخدمنا كون ربع دالة في مدوأن ¡ و 
م متغيرات دمي وعلى هذا فإن: 
ds (10.5)‏ ا ار +[ik,‏ ره ×| - 


وحيث [16,1] هو رمز كريستوفل من النوع الأول كما سبق وتم تعريفه 
في الفصل السابق. 
الآن في المعادلة (10.5) نرى أن × 8 متغيرات عشوائية وبذلك نصل إلى 


النتيجة المهمة الموالية وهي: 


(لكي يكون المنحنى م جيوديسبة فإن الشروط الضرورية والكافية لذلك 
هي 
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- + [i,j] 0 4 








42 x : 
0 =0 )11.5( 


والصيغة (11.5) هي من النوع موافق التغاير). 


وبإجراء الضرب الداحلي في ' أي نحصل على الصيغة المماثلة مخالفة التغاير 
وهي: 


2 i i k 
d x ىر‎ dx' dx =0 )12.5( 


د 
ds * {ds ds‏ 








لاحظ إننا استعملنا العلاقة 8 = gig‏ للوصول للعلاقة (12.5). 


وأي من العلاقتين (11.5) أو (12.5) تمثل المعادلات التفاضلية للجيوديسية. 
وهي معادلات تفاضلية من الرتبة الثانية» وحلوها (ى) × = ر تستو حب توفر 
شروط ابتدائية أي توفر القيبم الابتدائية ل × و 4 دند کون هذه 

3 


الحلول وحيدة (1106) . وهذا يعن تواجد جبوديسية وحيدة باتحاه معطى 
عند أي نقطة في الفضاء. 


ولتوضيح ذلك نلاحظ أنه قد عرفنا الجيوديسية بدلالة المنحنى المار خلال 
نقطتين؛ ولكن هذه الجيوديسية رما لا تكون وحيدة؛ إلا إذا كانت النقطتين 
قريبتين قربا كافياً من بعضهما البعض. ومسألة الوحدانية تتعلق بالخواص 
التوبولوحية للفضاء ۷. ننوه مثلاً أنه لو أخذنا نقطتين على كرة كانتا عند 
نهاييَ قطرها فإن كل الدوائر العظمى الواصلة بين هاتين النقطتين تمثل 
حيويسبات [وبذلك فإن الجيوديسية هنا ليست وحيدة]. 


حسای الموترات وتطبيقاتها سس 


مثال (1.5) 


في فضاء اقليدس وفي الإحداثبات الكارتيزية المتعامدة» اثبت أن 
الجيوديسيات هي عبارة عن خطوط مستقيمة. 


الحل: 


هنا × = ابد و ر= ۶ر و ج = نر و 0 = ربع لكل ر : بينما 1= برع » وعليه 
فإن رموز كريستوفل كلها تساوي الصفر وبذلك تؤول المعادلات التفاضلية 
(11.5) إلى المعادلات: 


42 f £ d? x 
=0 أو أن‎ 5 
ds? و‎ ij ds 





وهذه حلها هو: 
ثم + و أن = غير 


مثال (2.5) 

أعد حل المثال السابق بإستخدام معادلات أويلر من حسبان التغاير وذلك 
بإعتبار أن المسألة في بعدين (2 = 37). 
الحل: 


حيث أن: 


عر ل)+ ر( x‏ ك )له - 435 


عليه فإن: 
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وبالتالي فإن تطبيق معادلة أويلر الي تفيد بأن: 


df d df 
+ =0 
dx dx 2 














ومنها نجدأن: 





گ وحيث » هو ثابت وبذلك فإن: 
xX‏ 





ax + 8‏ = تر 


أيضا 8 ثابت وهذا يفيد بأننا حصلنا على حط مستقيم» أي أن معادلة 
أويلر تنبأ بأن أقصر مسافة بين نقطتين ثابتين هو خط مستقيم. 


الآن لو استذكرنا العلاقة 


د حساب الموترات وتطبيقاتها سسب 


4 j 


على أي قطعة من منحنى غير متلاشي» فإنه بالتفاضل نحصل على: 

4 41 dx 8 dx dx d xi 0 
-2 سس ورج‎ 14.5 
ds لمك كاتا ا ر‎ i ون‎ 8s 8s ا‎ 3 / 


مرة أخرى استخدمناء هنا كون : و زر متغيرات دمي. ومن المعادلة (12.5) 
[معادلة الجيوديسى] نرى أن: 


4 dx dx 
0 15.5 
ds درم‎ ds | ( / 


وهذا يفيد بأن: الطرف الأععن للمعادلة (15.5) يساوي ا عند كل 
النقاط على الجيوديسى وهكذا فإن المؤشر ‏ لا يمكن أن يتغير بشكل فجائى 
على طول کو وهذا بدوره يؤدي إلى أن المتجه المماسي إذا 5 
متلاشياً عند أي نقطة على الحيوديسي فإنه لن يكون كذلك على أي نقطة 
احرف 

من جهة أخرى لو أن الاتجاه الأصلي (الابتدائي) كان متلاشيا؛ عندئذ فإن 
المنحنى يكون متلاشياً ولا يمكن أن نعتد بالمسافة القوسية على أنها البارامتر 
الذي نعمل به 00 من ذلك فإننا نعرف الجيوديسي المتلاشي (null‏ 
(ءsiء‏ همع على أنه ذلك المنحنى المتلاشي: (م) ثب = أ الذي يحقق المعادلات: 


d ار‎ +r dx dx 


+ تغط‎ 16.5 
d1? 4 عل‎ dt 08 
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والشرط أن الجيوديسي المتلاشي هو منحنى متلاشي شرط ضروري إلا أنه 
ليس بكاف؛ وهذا يعئ أن المنحنى المتلاشى ليس بالضرورة أن يكون 
حيوديسيا متلاشيا فمثلا في ر۷ العنصر الخطي: 


(17.5) #ركيرل) 2 + ر )d‏ - × ل) - × )d‏ - = ول 


ونرى أن الجيوديسيات المتلاشية تحقق المعادلات: 





12 x 
=0 18.5 
01 (18.5) 
ذلك لأن‎ 
11 - 0 


للعنصر الخطي المعطى. 


الآن نسأل السؤال المهم التالي: 





للاحابة على هذا السؤال دعنا نأحذ في الاعتبار المنظومة العلامة التالية × 
وال تأحذ القيم عند نقطة ما وم ولنقدم للمنظومة الحديدة المعرفة على 
النحو: 
1 


(19.5) ده Ea E IE‏ 7 + ز× د رد أ 


لاحظ أن الصفر بالكميات + ليس بدليل تح وإنما يعي قيم هذه الكميات 
عند النقطة م5 » كما يجب أخذ الحيطة أن هذا الدليل لا معنى له من وجهة 
النظر الموترية وأن الجمع الإصطلاحي لا ينطبق عليه. 





الآن بتفاضل (19.5) نسبة إلى × نمحصل على 
1 ب د 93 
(Fj), )* -<6( (20.5)‏ + ر8 > نيو 
لاحظ أننا توصلنا إلى العلاقة (20.5) من خلال ملاحظة أن: 
m n‏ 2 ف 
x) 8; )21.5(‏ - "م + 67 x)‏ - ¥( = رود - 00 ( ود - "نم جد 


ومن ثم استعمال خحصائص دلتا كرونكر وأن :”7 و « هي متغيرات دمي: 


ومن العلاقة (20.5) نحد أن: 
dx 1‏ 


وهذا يع أن حدد الجماكوبي 0 ؟ أي أن التحويلة (19.5) 





6 


يعكن القيام بها حول النقطة و2 (أي يقربها). 











نرق . : 
2 


© 


E pF (Fin),  - ج روہ‎ )22.5( 
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بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى *× نحد أن: 





(235) تكز(م عم سق 2 ) (rj‏ م 


+ 
Qx*d#" "lo 3x" و “عزج‎ 





وعند م وكما اسلفنا نری أن = )۲ ؛ وبالتالي فإن:- 
0 


(Fj,), 8% 8 =- (Fi) (24.5)‏ - = چا 
CECE 1‏ 


ومن خلال تحويلات رموز كريستوفل واليّ تفيد بأن: 


9x ا‎ dx dx 2 
تت‎ + 25.5 
11 كبرق‎ dx” xi dF dF” 2 








1 
وبالإستعانة بالعلاقة (24.5) نحد أن:- 


) 3 (r), 8” 6 5 - 8 (r), 


7 


= (r), - (FÊ), =0 265) 


0 


وهكذا استطعنا الوصول إلى منظومة إحداثيات جديدة ‏ بحيث تكون 
قيم رموز كريستوفل مساوية للصفر عند أي نطقة و. هذه المنظومة من 
الإحداثيات تسمى بالاحداثيات الحيوديسية (Geodesic co-ordinates)‏ ¢ كما 
أن النقطة الي تتلاشى عندها رموز كريستوفل تسمى بالقطب (5016). 


بهد حساب الموترات وتطبيقاتها سس 
مثال (3.5) 


بإستخدام خحواص الموترات ومنظومة إحدائيات جحيوديسية» ابت صحة 
قانون الضرب في حالة الإشتقاق موافق التغاير. 


الحل: 


(Aij 8 m= مر ريك‎ B' + Aij By, بإعتبار الموتر‎ 


واعتبار منظومة إحداثيات جيوديسية قطبها عند ر۲ (أي نقطة ر۲) ؛ 
عندئذ تكون المشتقات موافقة التغاير عند مم هى نفسها المشتقات الجزئية 
المماثلة. ولكن للمشتقات الجحزئية يتحقق القانون: 


08 
2 dt 


of 


3 
5, ) 8( - 01 5 


أي أن الموتر أعلاه يساوي الصفر عند 50 في الإحداثيات الجيوديسية؛ ومن 
حواص الموترات المذكورة بالفصل الأول يكون الموتر أعلاه مساويا للصفر 
عند وص بأي منظومة إحداثيات أخرى. وم هی أي نقطة (نقطة عامة)» عليه 
فإن الموتر أعلاه يساوي الصفر عند كل النقاط في برل[ 


أي أن:- 


(Aij BÎ), m = Aij, m BÎ + Aij وله‎ 


وهو قانون الضرب المطلوب إثبات صحته. 
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5 التوازي Parallelism‏ 
سوف نتعرف هنا في عجالة لمفهوم التوازي وهي خاصية مهمة ومألوفة في 
فضاءات اقليدس. ففي الإحداثيات الكارتيزية نذكر بأن حقلاً متوازيا من 
المتجهات :4 يمكن الحصول عليه في فضاء اقليدس إذا كانت مر كباته (4) 


dA. E dA. “ 1 »‏ ع 
ثابتة. وهذايعي أن 0 - ن ؛ او أن 0 ے ك, ث أن : 
و يعي 7 ویج الم يسور 


كريستوفل تساوي الصفر هنا؛ عليه عكننا كتابة هذه المعادلات على التنحو 
OA;‏ . اثّت 0 ٠.‏ 5 مع .- 
EE‏ أو على النحو ر.ب4 والي تمثل شروط التوازي يي شکل مودري. 


لتعميم هذه الخاصية» دعنا ن ركز على المشتقة الذاتية نك وتعطى ا 
التالي: 

أن ;4 تكون جحالاً من المتجهات المتوازية على طول المنحنى () أ = أب إذا 
ما حققت المعادلات التفاضلية: 


dx* 


64 الكو ب‎ Ar 
dt 


r 8 = 0 27.5 
St dt ( ) 


وهذه مجموعة من المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى عددها ١‏ ؛ وبذلك 
فإن المتجه 4 » إذا ما أعطى عند أي نقطة على المنحنى» يعين وبشكل وحيد 
لكل النقاط الأخرى على المنحنى. 


وهذا ما بمكن التعبير عنه على النحو التالي: 


جل لساب الموترات وتطيهقاتمط سے 


(إن جالاً من المعحهات المتوازية يمكن الحصول عليه من متجه معطى 
بالإنتشار المتوازي على طول المنحنى). 


ويمكننا أيضا كتابة شروط التوازي على طول منحنى على الصورة مخالفة 





dx"‏ , 44 _ أمة 
dt jt dt‏ 68 
مثال (4.5) 
اثبت أن قيم متجهات محال متوازي 
الحل: 
وبتفاضل هذه الكمية نحصل على: 
dA I d‏ 
4 أ4 زنع Ai) - 5-5-5 2 (ea‏ لك زنع )€4( 7 2 - A i‏ 


SA ; 
= © رم‎ 8:[ ETE A 


ومن المعادلة (28.5) نرى أن 0 كلد محالات المتجهات المتوازية» وهذا 


يعن أن 0 - 5 4 أو أن 0 - څه؛ أي أن ف قناز ا 
t‏ 4 


ل 
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مثال (5.5) 


في ۷ وإذا كان 2 ول 6 راء + 002 = ”ول فأثبت أن المتجه المتحصل عليه 
عند نقطة ر۶ بالانتشار المتوازي من النقطة ,م يعتمد على المنحنى الواصل بين 
النقطتين. 
الحل: 

لو اعتيرنا أن 6 = /بدو م = تمد فإن رموز كريستوفل الي لاتساوي الصفر 
هي 0 دوم» 6 لع r=‏ و 0 co‏ = 73 ؛ ولنأحذ المنحنى الذي سنقوم عليه 
بالإنتشار المتوازي هر » = 0 (دائرة صغيرة)؛ عندئذ على هذه الدائرة. 
0 = ك وبذلك فإن شرط التوازي (28.5) يعطينا: 


2 





1 
+ cot ۾ 0= لفو‎ 2 cos بو‎ sin «A = 0 


ويحل هاتين المعادلتين نحد أن: 


A2 = © cos (Q cos @) - d sin (Q cos @) , 


A' = sin a [c sin (Q cos 0( + d cos (¢ cos @)] 


(© و 4 ثابتان) ؛ الآن لو أن (0 ,1) = 4 عند النقطة المعرفة ب 0= م فإن 
0 -» و يوعد - 4 و 4 الجديد هو: 


A= (cos (Q cos @) , - sin (Q cos @)/ sin @) 


د حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وهكذا فإن الانتشار» المتوازي على طول تلك الدائرة الصغيرة يعطينا 
sin (2 7 cos Q)/ sin 0/(‏ - و (0 A = (cos (2 rcos‏ وهذا يختلف عن 4 
الأصل [(1,0)]. هذا يعي أن 4 تعتمد على » أي على المنحنى المختار. 
لاحظ أيضاً أنه في حالة العمل بدائرة عظمى ( = ») يؤدي الإنتشار 
المتوازي إلى نفس المتجه الأصلي الذي بدأنا به. 


5 موتر الانحناء لكريستوفل وريمان 
قبل البدء يتعريف موتر الانحناء لابد لنا أولاً من التعرف إلى موتر ريمان 
وكريستوفل م۴ وهو: 








R 2 ب‎ 0 


jnpP > EFL jP EFL Tn + م1‎ E 10 1 )29.5( 


الثانية كما أن م, 8 يرتبط بأي متجه 4 بالعلاقة: 


Aj, np - Aj, Pn = Rap 4 (30.5) 


وحيث مم ,ر4 تمثل الاشتقاق موافق التغاير للمتجه ر4. ويمكن الوصول 
للصيغة (30.5) على النحو التالي: 


ليكن ر4 أي متجه» عندئذ المشتقة موافقة التغاير هى: 


2 A; 1 
Aj,n = 90 Tj, Aı )31.5( 
xX 
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بالاشتقاق موافق التغاير مرة أخرى لكميات ۾ بك نحصل على: - 


29 
Aj, np = -لورية) جد‎ Tp عمق‎ Tap Aj,1 )32.5( 


وبالتعويض عن ۾ ,ز4 من (31.5) في (32.5) نحد أن:- 








م8 8 dA‏ 024 
FF FL 4‏ تارمت ا “إن متشتتت ت 
ا الل ناو O‏ ولا عرو وو كدر 
k 1 04 1 k‏ 1 
Ar )33.5(‏ 1 و1 رديه 1 Tjp‏ + 


الآن بإستبدال »م , م [مع مراعاة الأدلة الدمي وإعادة تسميتها عند اللزوم] 
وبالطرح نحصل على: 


0 09 
Aj,nP-Aj,pPn= lr 2 





1 1 5 1 5 
برق 75 “رق‎ Tn +1 7 Tjp Tp, ا‎ 4 )34.5( 


وحيث أن ,4 هو متجه اختياري ومن قانون القسمة نستنتج أن الكمية ما 
بين القوسين / ) موتر وهي بالضبط»ء حسب التعريف المقدم ببداية هذا البندء 
موتر ركان وكريستوفل وهكذ وصلنا إلى البرهان المطلوب. وإذا كان هذا 
الموتر يساوي الصفر فإن:- 


Aj,nP = Aj, Pn )35.5( 


وهذا يعن أن كون موتر ريمان وكريستوفل مساويا للصفر هو شرط 
ضروري وكاف لكي يكون الاشتقاق موافق التغاير» لكل المتجهات» تبديليا. 


الآن من التعريف (29.5) ومن خواص رموز كريستوفل نلاحظ أن 


“Rip )36.5(‏ = مرا 


أي أن م۸ ملتوي التماثل بالنسبة للأدلة # و م. 








مثال (6.5) 
أثبت أن 0= يرم8+ Rjnp Rar;‏ 
الحل: 
حيث أن 
Tin‏ اك 2r, FR Tip‏ و = را 
و 
و11 حر وطخي دك زم 
و 
قو الوا ع ابو ود نيه 8 = rha‏ = ورا 


وبالجمع مع مراعاة تماثل رموز كريستوفل بالنسبة للأدلة السفلية والذي 
ينص على ۳= ,إ۳ ء نحصل على المطلوب. 


ونعرف الآن موتر الانحناء موافق التغاير (Covariant curvature tensor)‏ 


على النحو:- 
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003 





55 1 
Rrjinp = 8 rl Rjnp 


وهذه يمكن كتابتها بشئ من التفصيل بإستخدام رموز كريستوفل من 
النوعين على النحو التالي: 


بإستعمال (37.5) و (29.5) نحصل على: 
, 1 2 3 
gn +1 1-1 1‏ م Rrinp = §rl‏ 


0 
- 2e, r] Er, ره‎ 








dx” jp 0 7 
05 1 1 ps 1 ps 38 
+ dx" Tin + ب‎ Eal jp ST pe jn ( .5( 


بعدئل نستخحدم العلاقات بین رموز كريستوفل من النوع الأول والناني 
لتحصل على: 





0 
Rrjnp > گرم‎ [jn,r]+T}, [rp,11-T}, [rn,1] (39.5) 


وبإستعمال صيغة الرموز [ , مز] بدلالة الموتر الأساسي نحد أن:- 


RL | Err | FE Pen 7# مره‎ 
IF x dx” 2x dx” dx" dx" 


“عرق 2| 2 
)40.5( 





+ g'® {[jn, s] [rp ,t] - jp, sS] |: .1[( 


ونلاحظ مرة أحرى أننا استخدمنا العلاقات بين رموز كريستوفل من 
النوعين الأول والثاني للوصول إلى الصيغة (40.5). 


لب اساب الموترات وتطبیقاتما سے 


مثال (7.5) 


أثبت أن:- 


£ 
Rrjinp =-*Rrjpn ی‎ Rrjinp =-Rjrnp الح‎ 


Rrjinp + Rrnpj + Rrpj,= 0 د-‎ Rrjinp = + Raprj > 


الحل: 


الحل هنا يكمن في كتابة عناصر موتر الانحناء ياستخدام الصيغة (40.5) 
ومن تم استخخدام تماثل الموتر الأساسي فمثلا بالنسبة للفقرة. 


ب- نرى أن 





فك 8 وبع 82 ا 
rjnp‏ 


2 dx dx” dx dx" ` ك2‎ 0 dx? 
+ ,م []) “اع‎ s] [rn, t] - [jn, s] [rp, t]) 


م8 __ 8 ا اش ا 1_8 
dx" dx"‏ برق تبر 2ldxidx”" dx dx”‏ 





+ “أي‎ )] jn,s] [rp,t]~[ jp,s][rn,t]) 
= -Rrjnp 
Ricci 19050, موتر ریتشی‎ 5 
هنا نستخخدم خاصية الإنقباض ونعرف موتر رتيشي من خلال العلاقة:-‎ 


Rin = Ri, = 8 ° وريه‎ (41.5) 
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وبإحراء عملية الانقباض على 1 و 5 في (29.5) واستخدام العلاقة: 





ri, = 2 = {log J181} )42.5( 
Rjn = 7 {los Isl} - > 2r, +TI,T}, 
بک سک‎ + log g1 }) )43.5( 


ومن هذه الصيغة يتضح أن ,رع متمائل في رو ۸. 


وانطلاقا نما تقدم نعرف لا متغير الاغناء )Curvature Invariant)‏ على 
الصورة: 


(44.5) 8 "لو در 


ولو حدث لفضاء ما أن كان رزو = ر:8 لكل النقاط وحيث 1 كمية لازمة 
(او لا متغيرة)) فإن الفضاء يسمى بفضاء آينشتين 


أي أن موتر رتيشي بفضاء آينشين» يكون معطى على الشكل: 

(45.5) عر 
ولو قمنا بالضرب الداحلي لهذا الموتر في ام فإننا نمحصل على: 

gij )46.5(‏ نع ادر لع R=‏ 


ومن نخحواص الموتر الأساسي نحن نعلم بأن: 


کل لساب الموتواق وتطبهقاتها سسا 


N ع‎ ¢ gij )47.5( 
وبذلك فإن:‎ 
R=NI )48.5( 


وهكذا فإنه لفضاء آينشتين نحصل على: 


Rij = R زنع‎ )49.5( 


ب | > 


Bianchi's Identity متطابقة بيانكى‎ 5 


لو قمنا بإحتيار منظومة إحداثيات جيوديسية وقمنا بإشتقاق موافق للتغاير 


قة (29.5) لحصلنا على 
02 02 8 
(530.5) الم اد م ا 1 
وبالتبديل الدوري للأدلة ۲ , م , ۸) نحصل على: 
0 1 2 1 


1 )51.5( 


Jpr,n dx" مير‎ Jr dx" dx" Jp 


2 2 
(52.5) م @__ 10 الف R'‏ 


17 ےق “ير "۳ "برق تير‎ ٣ 


وبجمع المعادلات (50.5) - (52.5) نحصل على المعادلة الموترية الي تنص 
على: 





|الفصل الخامس: الجيودبسبات والافحفاء 147 


Ri. +R. +R =0 )53.5( 


Jnp,r jpr,n jrn,p 
وهي صالحة عند أي قطب لنظومة احداثيات جيوديسية.‎ 


ومن معلوماتنا السابقة تكون المعادلة (53.5) صالحة لكل منظومة احداثيات 
وديش علق ذلك القظب. ولكن يمكننا دائماً احتيار أي نقطة كقطب 


لمنظومة إحداثيات جيوديسية؛ هذا يعن بالطبع أن (53.5) صالحة لكل النقاط 
في الفضاء. 


الآن بضرت (53:3) ضرا داخليا ف برع نحد أن: 
RE RASER ERO )54.5(‏ 
والعلاقة (54.5) هي ما نسميها .متطابقة بيانكي. 
نعود مرة أخرى لموتر ريتشي وإلى (لا متغير الانحناء) ونعرف الموتر:- 
Gj=g'" Ry Rê, )55.5(‏ 
وهو موتر يسمى .هوتر آينشتين 


بالضرب الداحلي لمتطابقة بيانكي ((54.5)] في "م ””م» وبإستخدام تعريف 
مونر ريتشي [(41.5)] وتعريف لا متغير الانحناء [(44.5)] وخواص التواء 
التماثل لموتر الانحناء نتوصل إلى: 


R.r- f" تسسا 7" - ور‎ 0 )56.5( 


و حساب الموترات وتطبيقاتها سسب 


وحيث أن الدليل :: هو متغير دمية فإن م ,ر۸ ”"ع = .زع "أ وهذا يعي 


أن: 

Rr,=2g "Rr n )57.5(‏ 
بالرجوع لموتر آينشتين وبالتفاضل تفاضلاً موافق التغاير نمحصل على: 

R.j=0 )58.5( 


i _ il 1 i i1 1 
Gj;i=g8 Riy Rê; = “م‎ E 


وحيث استخدمنا العلاقة (57.5) للوصول إلى العلاقة (58.5) وهكذا نرى 
أن: 


G' , =0 )59.5( 


j,i 


ننوه أن المعادلة الأخيرة هى من المعادلات المهمة في النظرية النسبية. 


5 مواضيع متفرقة 
Î‏ — إغباء رعان Riemannian‏ 
لو اعتبرنا متجهين أ4 و أ8 عند نقطة في 7 واعتبرنا التحويلات الخطية: 


x = AA + ير‎ 8 
y'=pAl'+oB' )60.5( 


وحیث 6 › م ۰ ل غم كميات لازمة؛ وقمنا بحساب الكمية:- 


ر ر "± ± مزع مع - I= (8rn 8 ip‏ 
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I = (AA, + U B,) (A A" + AB") (p وذ‎ + GB,) (p AP + o BP”) 
- (AAp + لز‎ Bp) م)‎ AF + OB”) (A Aj + HB; ) (p A + eB’) 
)61.5( 
ومن تعريف مقدار متجه والزاوية بين متجهين نرى أن:‎ 


1 = (eq p A + eg LÛ B + 2 AU دومع‎ 6 AB) 
(e Pp A + توم‎ B +2 p دومع‎ 904 8( 
- (ea Ap A + eg U OB + [A o + م‎ U] cos 6 ABF 
= (A0 #(منم-‎ (ea ep - cos? 0 ) A” شم‎ 


A A" B’ 87 )62.5(‏ لم زع ممع - (A۸ 6 - HPF (Em Bip‏ = 
وحيث 8 هي الزاوية بين المتجهين أ4 و 8 ؛ لاحظ أيضاً أن: 

Rrjnp "يا‎ X" YÎ YF = (A لم‎ Pu) Rrjnp A A" BÎ B® (63.5) 
وبذلك نرى من المعادلتين (62.5) و (63.5) أن‎ 


R,jnp A A" له‎ BP 


سس سس سس سس K=‏ 
B?‏ اق 8jn JA" A"‏ م«8 - 8jp‏ مم8 ) 


(64.3) 


كمية لازمة (أو لا متغيرة) ولا تتغير عند نقطة ما عندما يتم استبدال أ4 و 
أ8 بأي تركيبة خطية منهما و تسمى + بإنحناء رمان للفضاء ,۷ المرتبط 
بالمتجهين أ4 و 8. 

ولو أن أ4 و 8 هنا متجهات وحدة متعامدة فإن مقام # يساوي الواحد 


الصحيح. 


عد حساب الموترات وتطببقاتهاً سے 


مثال (8.5) 


اثبت أن E E‏ للفضاء ولا . 
8 
الحل: 
عند أي نقطة في ر۷ يوحد متجهان أثنان (فقط) مستقلان خطيا وعكن 
اختيارهما على أنهما (1,0) و (0,1) » عندئذ # تكون وحيدة وتساوي 


R212 
ررق‎ 822 7 8 


دق لاحظ أن 1= 4و 0 = 2م و0- 1gB'‏ = 282 


S1 812 


= بذلك فإن k= Bb‏ 
8 وو م 
822 812 


5 


= 811 822 - 8 








ب- الفضاء المسطح (Flat space)‏ 


يكون الفضاء مسطحاً (أو مستويا) إذا ما كان 0 = ۾ وهذا يعن أن 
الفضاء يكون مسطحا إذا ما تحققت المعادلة:- 


Rrjnp A A" ك8 نه‎ =0 )65.5( 

لكل المتجهات '4 و .B'‏ 
الآن مملاحظة أن "م "د ع BB yA A"‏ = كو نه 
و تام A" A" BÎ B = B BF‏ 


وحيث أن أ4 و 8 اختيارية» نرى من المعادلة (65.5) أن:- 
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Rrjnp + Rnjrp + Rnprj + Rrpnj =0 )66.35( 
Rrjnp = Rnprj )67.5( 

ر 
Rnjrp = Rrpnj )68.5(‏ 


وذلك انطلاقا من خواص تمائل الموتر مم ر ,۸ [المغال (7.5) - الفقرة ح) 


Rrjnp + Rrpnj =0 (69.5) 


[ومن المثال (7.5) الفقرة أو ب] نلاحظ أن:- 


(70.5) وق الاك روريم 
عليه من (69.5) و (70.5) نحصل على: 


(71.5) درو لك ويم 


وبتبديل دوري للأدلة (م ,۸ ,[) في (71.5) نحصل على: 


Rrnpj = Rrjnp )72.5( 
وهذا يعن أن:-‎ 
Rrjinp = Rrpjn = Rranpj )73.5( 


ومرة أخرى من (المثال (7.5) الفقرة د) نتوصل إلى 


Rrinp =0 (74.5) 


152 حساب الموترات وتطبيقاتما سے 


وكون أن العلاقة (74.5) صحيحة يؤدي إلى أن 0 = »هو أمر واضح. 
وبذلك فإن الشرط الضروري والكائي لكي يكون الفضاء مسطحا (0 = )) 


هو صحة العلاقة (74.5). 


مثال (9.5) 


اثبت أنه بالنسبة للمستوى الاقليدي بالمزي ”ر ل + تمد 4 = تك (في 
الإحدائيات الكارتيزية) يكون الفضاء ف 


لزه 

من تعريف م م ,۸ [العلاقة (40.5)] وحيث أن رموز كريستوفل كلها 
تساوي الصفر هنا (ذلك لأن 0 = ربع لكل زعد : و 1= ررع و 7 - ويع » عليه 
فإن 0 = مو ,8 وبذلك فإن مستوى إقليدس عثل فضاءً مسطحا وهو أمر 
بديهى: 

ح- الفضاء ثابت الانحناء 

هنا يمكننا التذكير .كبرهنة شور (:1860767 50:07*5) وال تنص على أنه: 

(إذا كان إنحناء ريمان عند كل نقطة في فضاء ر۷ (2 < )N‏ دالة في 
الإحداثيات فقط فإنه يكون ثابتا خلال ر۷). 


.(Space of constant curvatore) 
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مثال (10.5) 


المتري للفضاء ۷١‏ والمكون من سطح كرة نصف قطرهاه هو 
(42 64 ”نى + 02 4) 2م = و [بدلالة الإحداثيات القطبية]. 


اثبت أن سطح الكرة هو سطح ثابت الانحناء وثابت انحنائه يساوي حل . 


4 
, الجل: 

حيث أن © = رع و6 ”نى 2ه = ددع و 0 = رع ومن المعادلة (40.5) 
نستطيع حساب R212‏ ويعطي ب 0 ای ته = ورور ؛ ومن صيغة ورور1 نرى 
أن هذا الموتر يعتمد على 6 فقط وبذلك : نستنتج أن ۾ ثابت [نظرية شور]. 
هذا أمر يمكن التحقق منه بالرحوع للمثال (8.5) والتعويض عن رد۸ حيث 
تزع أن: 


وهكذا فإن سطح الكرة يمثل فضاء ثابت الانحناء وثابت انحنائه 


۹ 


خا لساب الموتواتوتطبيقاتما س 


تمارين ( 5) 


1- اثبت أنه للعنصر الخطي من النوع (17.5) تحقق الجيوديسيات المتلاشية 
المعادلات (18.5). 

2- اثبت أن المنحنى المتلاشي لا يكرك بالضرورة جو ديسا اشا وذلك 

3- ماذا يعن احتيار المنظومة الجيوديسية بحیث 0 = x‏ ؟ 

4- اثبت أنه في حالة احتيار المنظومة الجيوديسية تكون المشتقة موافقة التغاير 
عند القطب هي نفسها المشتقة الجزئية الممائلة. 


5- اثبت أنه عند م ,عنظومة احداثيات جيوديسية تكون العلاقة 


0 024 8 
Tl.‏ س A‏ للد حجر A;‏ صحيحة 
ESE‏ رن 


2 0 ;84 رز 4 
6- ابت أن لك لت ساعد 
5-85 8 6 8 ` 





7- أثبت صحة العلاقة (28.5). 

8- اثبت ت أن الزاوية يبن متجهين غير متلاشيين تبقى ثابتة عندما يحدث هما 
انتشار متواز معا وعلى نفس المنحنى. 

9- في ر۷ وبا معزي 402 + 0 4 4u‏ 2 + ف = ل [(0 ,»)۸ =4] أوضح 
بأن المتجهات المماسة للمنحنى ثابت = u»‏ تكون محالا من المتجهات 
المتوازية على طول المنحنيات ثابت = 0. 
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0- بإستخدام خاصية التوازي أثبت أن المشتقة موافقة التغاير لكميات 
Us‏ ا 4 بال بة ل دهي موتر. 


1- أثبت أن 0 = ٍ۸ 

2- أوضح بأن عدد م ركبات موتر الانحناء المستفلة هي (1 - N” )N*‏ 

3- اثبت أن 0 = ہزم,۸ + زم م۸ + مم ۸R,‏ وذلك بإستعمال منظومة 
احدائيات جيوديسية. 


٤ 0‏ 
ا R212 = -f‏ وذلك في V2‏ بعنصر خحطي 


ترول d u + f‏ = ول وحيث كردالة (ا ,»). 


4- اثبت أن 





5- لأي فضاء ر۷؛ اثبت أن: 
Rj = - gij Rı212 ¬‏ ع ب - وروركاة - g R=‏ 
ح- كل ۷ هو من نوع فضاء أينشتين. 

6- اكتب التفاصيل اللازمة للوصول إلى المعادلة (56.5)؟ 

7- ناقش أهمية المعادلة (59.5) في النظرية النسبية. 

8- اثبت صحة العلاقة (63.5). 

9- أثبت أن المستوى الاقليدي بالمزي 82 4 ۶ + ترق = ”ول في الاحداثيات 
القطبية» يمثل فضاء مسطحا. 

0- إذا كان المتري لفضاء مسطح ف .بعدين هو: 


f )( ])4 ۶ + )۶ [‏ = و وحيث ”'(2) + 2'(/) = ۶ فأوضح بان 
c٣‏ = (م)ر وحيث ©> وغ ثابتان. 


156 حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


1- اثبت مبرهنة شور. 
2 في فضاء اقليدس ,”[» أو ضح بأن الكر هَ الزائدة -:(Hypersphere)‏ 


1 = c sin 0 sin © sin للا‎ 
x2 = c sin 0 sin pcos ا‎ 
xX = © sin 0 cos © 
x = ccos 0 
2 


2 
C 


هي و17 بانحناء ثابت يساوي 


3- اثبت أن أي فضاء ثابت الانحناء هو فضاء آينشتين. 


الفصل السادس 
تطبيقات الموترات 


6- تمهيد 
6- موتر الاستقطاب 
6- موتر عزم القصور الذاتي. 
6- معادلات ماكسويل. 
6 الموثرات الموترية. 
6- تفاعل ثنائي القطب مع ثنائي قطب آخر. 
6- الفضاء رباعي الأبعاد. 
أولاً: الموترات في الفضاء الرباعي. 
انيً: تحويلات لورنتز. 
ثالثا: فضاء ركان. 
6- الميكانيكا النسبية. 


6- أمثلة متفرقة. 
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6 تمهيد: 

الكميات والقوانين الفيزيائية لاتعتمد على نوعية الإحداثيات أو الرياضيات 
المستخدمة في وصفها فكثيراً من الفيزيائيين يشبهون الكميات الفيزيائية بالمبنى 
والرياضات المستخدمة بسقالة البناء ففي مرحلة البناء تكون السقالة من 
الأشياء الضرورية ولكن في نهاية مرحلة البناء تخلع السقالة ويبقى المبنى قائما 
فشكل المبنى وخواصه لا تعتمد على السقالة أو نوعها. بعض الكميات 
الرياضية مثل الموترات (ء٣0ء١٥1)‏ يوحد ا اد ا يدا إذ أنها لا تتأثر 
بعملية دوران الحاور أو تحويلتها وكذلك لا تعتمد على نوعية الإحداثيات 
المستخدمة وهذا في حالة التحويل بين انظمة الإحداثيات المختلفة وعليه تعد 
الموترات أداة حيدة لوصف القوانين والكميات الفيزيائية. نحاول في هذا 
الفصل اعطاء بعض الأمثلة لاستخدامات الموترات في وصف الكميات 
الفيزيائية وكذلك كيفية صياغة بعض المعادلات الفيزيائية والقوانين الهامة في 


صورة موترات. 


Tensor of Polarizability موتر الاستقطاب‎ 2-6 

ا لخواص الفيزيائية للمواد البلورية تعتمد على الاتحاهات داحل البلورة 
فمثلاً متجه الاستقطاب P‏ الناتج في المواد المتباينة (0ضم47510) نتيجة تسليط 
محال كهرباء خارجي يختلف من اتجحاه إلى آخر في داخل البلورة وهنا نجد أن 
ثرا من الرتبة الثانية يمكننا من وصف هذه الحالة لأنه يحوي تسع مركبات 
تمثل جميع الاتحاهات الممكنة في البلورة وتكتب علاقة التناسب بين متجه 
الاستقطاب م والمحال الكهربي الخارحي £ على النحو التالي: 


)1.6( ررد مع = Pj‏ 


بعد حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


الثاينة يطلق عليه موتر الاستقطاب ويمكن اعادة صياغة المعادلة السابقة بأكثر 
تفصيل على الشكل التالي: 


2 0 0 X xz E, 
م‎ SEK Ky Ke E; (2.6) 
P, ١ 


من المعادلةة (2.6) نستنتج أن وصف الخواص البصرية للمواد المتباينة تحتاج 
إلى معرفة تسع مر كبات لوتر الاستقطاب ريد. 


The tensor of inertia موتر عزم القصور الذاتى‎ 6 

عند دوران الأحسام الحاسئة حول محور ثابت فإن كمية الح ركة الزاوية .1 
(angular momentum)‏ تتناسب مع السرعة الزاوية (angular velocity) w‏ 
وتكتب علاقة التناسب على النحو: 


L - هط‎ )3.6( 


حيث 1 ثل معامل التناسب ويطلق عليه عزم القصور الذاتي للجسم 
الحاسئ ومقدار هذه الكمية يعتمد على حور دوران الجسم الجاسئ ولي هذه 
الحالة ا و ص لايكون لهما نفس الاتحاه وهذه هي الحالة العامة؛ ولوصف 
علاقة التناسب بين 1 و © نحتاج إلى كمية تمثل جميع الا تحاهات الممكنة في 
الجسم. بحد أن موتراً من الرتبة الثانية يقوم بهذه المهمة لأنه يحتوي على تسع 
مركبات تمثل جميع الاتحاهات الممكنة ويحل هذا الموتر محل معامل التناسب في 
المعادلة (3.6) ويعاد صياغتها على هذا النحو: 
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)4.6( زه ij‏ دنآ 
حيث ر7 هو معامل التناسب وهو موتر من الرتبة الثانية يطلق عليه موتر 


عزم القصور الذاتي وبه تسع م ركبات تحوي جميع الاتحاهات الممكنة في 
الجسم الجاسئ المعادلة الأخيرة 7 تكتب بأكثر تفصيل على النحو: 


Ix ley xa @‏ 7 
(5.6) وه | hy Be‏ عات | د 
ax, zy zz z‏ 
إذا لدراسة حركة الأحسام الجحاسقة نحتاج إلى معرفة المركبات التسع لموتر 


5 معاد لات ماكسويل  Maxwell's Equation‏ 
وعادة تكتب معادلات ماكسويل على هذا الشكل: 


0= 7.8 
م 4- .7 


08 )6.6( 


ع عثل ابجال الكهربي و 8 المجال المغناطيسي و 2 الإزاحة الكهربائية و 
8 الحث المغناطيسي و J‏ كثافة التيار و م كثافة الشحنة وأحيرأء سرعة 
الضوء. 


د حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


ولتحويل معادلات ماكسويل في صورة موترات نرجع إلى المعادلتين 
[(110.4) , (124.4)] وعكن كتابتهما على النحو التالي: 





(7.6( ( 4( ج 


V. A= dir A = A, = 


وهذه المعادلة تبين ن كيفية كتابة تباعد دالة متجه في صورة موتر» أما المعادلة 
(124.4) عمكن اعادة صياغتها لتصف دوران دالة متجه 52 صوره ة موتر على 
الشكل التالي: 
curl A =- € Aj (8.6)‏ 
وباستخدام [(7.6) , (8.6)] عكن اعادة كتابة معادلات ماكسويل (6.6) في 


FOB‏ وين 
E = (9.6(‏ € 


6 المؤثرات الموترية Tensor Operators‏ 
عند حساب عناصر مصفوفة الموثرات المختلفة تقسم هذه المؤثرات حسب 
سلو كها تحت عملية دوران الحاور. ولهذا نحد أن التعريف المعتاد للموترات في 
نظام الإحداثيات الكارتيزية لا يتناسب وذلك لأن مر كبات الموتر ذو الرتبة م 
(2< #) تتشكل في مجموعات حطية مختلفة كل محموعة تسلك سلوكاً يختلف 
بقية البجموعات الأخرى» ويحدث هذا تحت عملية دوران المحاور. ولهذا 
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حاءت فكرة تعريف موتر بحيث كل مركباته تسلك نفس السلوك تحت عملية 
دوران المحاور. جد أن مركبات الدوال التوافقية الكروية (۲) وكل 
المجموعات الخطية المتكونة من تلك المركبات تسلك نفس السلوك تحت عملية 
دوران المحاور وعدد مركبات هذه الدوال يعطي بالعلاقة [ (1+ 21) حيث 
sl‏ درك 1 -]. 

ويعرف الموتر ذو الرتبة # والذي يحوي (1+ «2) مركبة ويسلك سلوك 
الدوال التوافقية الكروية ۲ تحت عملية دوران المحاور بالموتر الكروي 
(Spherical tensor)‏ أو موتر غير قابل للاخحتزال „(irreducible tensor)‏ 


يحتوي المؤثر الموتري غير قابل للاختزال (irreducible tensor Operator)‏ 
۾ ,1 ذو الرتبة م على (1+ م2) مر كبة حيث (۸ > ۾ > -) و يخضع الموتر و,1 
لنفس قوانين التبادل مع مؤثر الحركة الزاوية الكلي 7 والذي يمكن كتابه 


علاقاته على النحو: 
[+i 7, ), T4 |= (n Fa J(nFq+1)T,. qı )10.6(‏ 
Tq] 206 (11.6)‏ ,عل)] 


حيث تمثل ( رل ,رل ,+3) مر كبات مؤثر الحركة الزاوية الكلي. وأبسط مثال 
على ذلك لو أخذنا موترا من الرتبة الأولى أي متجه 4 ويتم وضع م ركبات 
هذا الموتر في الإحداثيات الكروية على النحو: 


A, =| Alsin 0 cos 
A, =I Alsin@ sin ¢ (12.6) 
A, =lAlcosê 


0 حساب الموترات وتطببقاتهاً سس 


ومن تعريف 40 و ر4 والذي يكتب على الصورة: 


Ao =4, 

A =-5(4, +i 4,( (13.6) 
1 

2E 4.)‏ يا لهم 


بالتعويض عن قيم (ء4 , ر4 , ,4) من العلاقة e‏ 
الدوال التوافقية الكروية „ ,۲ نحصل على العلاقات الآنية 


4r 
A, = 4106 اك وال ا ل‎ AIT, o 





: نه 4ا-‎ 0 
A - 24 Ya = AIT (14.6) 
5 4r 
A 5-5 ات‎ =A -ı 


من العلاقة (14.6) نحد أن مر كبات المتجه الكروية تكون وا قرفا 
للإحتزال ذو رتبة أولى وعلى النحو: 


)15.6( مف = و1 
Tha =A +‏ 


في حين أن موترا من الرتبة الثانية ر4 (3 ,1,2 = ز,) يمكن أن يمشل على 
الصورة: 


Aij =A Sij+ Ai; + 4 (16.6) 
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A= Aii )17.6( 
و‎ 
Ajj = (Aij - Aji) )18.6( 
وكذلك‎ 
)19.6( 


44 1 
Aij = 2 (Aij + ززب8 4 2 -زيق‎ 


حيث يمثل الحد الأول في العلاقة (16.6) مجموع العناصر القطرية وهي 
كمية لازمة في عملية الدوران ووههذا يمكن تمثيل هذا الحدعوتر غير قابل 
للاحتزال ذي رتبة صفرية على النحو: ش 
Too = A (20.6)‏ 
ومركبات الحد الثاني ,4 موتر غير متJiln (Antisymmetnric tensor)‏ 


يمكن أن يشل بموتر غير قابل للاختتزال من الرتبة الأولى على الصورة: 


1 )21.6( 
وكذلك‎ 
ta > (4, +i ليه‎ (22.6) 


أما مر كبات الحد الثالث ,47 في المعادلة (16.6) هو موتر متماثل يمكن أن 


سا حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


0 لك‎ )23.6( 
2 7 77 
D41 - +2 (AIA) | )24.6( 
1 7 1014 0 7 
Da = ٤ (Aj, = Af, 2A, ) )25.6( 


ووفك موتو الكررئ فو الكميتات الميية مدا ف دراس الفيزيناء الدوكة 
والفيزياء الحزئية وكذلك فيزياء الكم. 


6 تفاعل ثنائي القطب مع ثنائي قطب آخر 
Dipole - dipole interaction‏ 
يمكن تمثيل تفاعل ثنائي قطب مع ثنائي قطب آخر بموتر من الرتبة الثانية 
ومن ثم يمكن استخدام موتر غير قابل للاحتزال. نفرض أن ثنائي القطب 
الأول يرمز له بالرمز م والآخر بالرمز © [كما هو مبين في الشكل رقم 
(1.6)]. 





)1.6( شكل رقم‎ ٠ 
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طاقة التفاعل بين القطبين تعطى بالعلاقة ة التالية []: 0 


_ 


در 


)26.6( 


3(P.r J(Q.r ( 
U = س‎ > 


P.Q- 2 


r 





وف حالة الاحداثيات الكارتيزية يمكن إعادة كتابة المعادلة (26.6) على 

















الصورة 
م3 0 3xz‏ - ,ع بم ر 8 
r r‏ 
FQ,‏ 
)27.6( 3 
المعادلة السابقة ET‏ 
26 اروا | کے ردن عد | 7ع رم ددن 


ومن العلاقة السابقة يمكن كتابة موتر تفاعل ثنائي القطب على النحو: 





عبت ك رجة-ر) 
- 2 - 
)29.6( خوك ررم عي |= 1 
رج ر) ل حي 


د حسما ب الموترات وتطبيقاتها مسي 


و الرتراين ال القائيية وهر ال وو ع اه النطرية 
سارف را ويمكن كتابة العتصر العام لمر تر الشاب على الصو رة 





EGE 8 (30.6) 


وإذا قمنا بكتابة م و في صورة متجهات كروية نحصل على: 


(PstiP) yg Po=P, (31.6)‏ = يم 
وكذلك 
Qo = 0 ) )32.6(‏ و ٩ 5 (Q, ti Q,)‏ - و0 


وبإستخدام الاحداثيات الكروية والتعويض عن المعادلة (31.6) و (32.6) في 
المعادلة (27:6) نحد أن طاقة التفاعل تأحذ الصورة: 


1 
I ربط 2 و7 كله‎ 0+ + J3 Y2, برط ر.‎ Qo - Y2,0 P+1 0 


+ 3 ر. و1‎ Po 0 -2 ور و7‎ Po Qo + J3 وطرو7‎ Q-ı 


- Yo P-ı O, + V3 -و0 رط روآ[‎ N6 Y2 P1 Q1} (33.6) 


يمكن اختصار المعادلة السابقة إلى صورة أبسط وذلك بإستخدام موترات 
غير قابلة 0 ذات لوت الثانية. دعنا نقوم بتعريف موتر غير قابل 
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)34.6( بي بيه = 42 V2,‏ 
و 
1 
P 35.6‏ | عل = ري ,ينا 
PoQ,ı} )35.6(‏ + و0 {P,ı‏ 85 2.41 
وكذلك 
P.0) )36.6(‏ -و0 Po‏ 3) > حو بولا 


بالتعويض بهذه المعادلات ((34.6) -+ (36.6)/ في المعادلة (33.6) تحصل 
على : 
I [24r 8‏ 
SNE 2, Y2, m V2, -m (37.6)‏ - 0 

المعادلة السابقة تبين كيفية اختصار كتابة الكميات الفيزيائية مغل تفاعل 
نحد أن استخخدام الموترات له خاصية اختصار كتابة المعادلات المطولة كما هو 
الحال في النظرية النسبية العامة وبخاصة الي يعتبر فيها معرفة حساب الموترات 
من الأشياء الضرورية لفهم أغوار تلك النظرية. 


Four dimensional space الفضاء رباعى الأبعاد‎ 6 


أو ل امو ترات ف الفضاء ر باعي الأبعاد Four dimensional tensors‏ 

النظرية النسبية تحتاج لفضاء ذي أربعة أبعاد وتستخدم الموترات في ذلك 
الفضاء لوصف معادلات تلك النظرية لما لما من خاصية اللا تغير 
)invariance(‏ لكميات الفيزيائية في مختلف الإحداثيات وكذلك امكانية 


بعد حساب الموترات وتطبيقاتها r‏ 
اختصار كتابة الكميات الفيزيائية كما سبق وأن نوهنا في البند السابق. دعنا 
أولا نعطي لنحة بسيطة على الموترات في الفضاء الرباعي الأبعاد علما بأن الموتر 
المتري يأحذ الصورة: 


0م 0 0 1 
0 0 1- 0 
38.6 > 
)38.6( م ر م 0ا8“ 8 
ل 0 0 0 


عادة تستخدم الحروف اليونانية لتأحذ القيم 
OAV EO. 2,3)‏ 


ويكون أختيار الحاور في هذه الحالة على النحو التالي: 


1 
لي 


)39.6( 


4 
١ 


پډ پډ پچ بج 
ډیا 
1 
+ 


1 
N 


بواسطة العلاقة الخطية الآتية: 


=a x” (40.6)‏ لاجر 


المعامل ( #.ه) هو محدد التحويل وله الخواض: 


(41.6) 1م = خم لين 


u 


حيث 6 نأحذ القيم 0 في حالة « ۸ والقيم 1 في حالة س = ۸ وعملية 
التحويل العكسي من الحاور الجديدة إلى القديمة تتم على الصورة: 
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=) 3“ )42.6( 


حيث (ة) هي محورة احدد #ن وها الخاصية الي يمكن ان تكتب على 
النحو: 


a (= 8? )43.6( 


من العلاقة (41.6) و (43.6) نحصل على: 


det a= + [ 


القيمة الموجبة 1+ = » :4 الي تربط العلاقة بين ا محاور ‏ و # في حالة 
تحويل نقي )Proper transformation)‏ والقيمة السالبة 1- = يم غ062 وتربط 
العلاقة بين الحاور × و × وتمثل انعكاساً (reflection)‏ أو اقلاباً 510115 ,)4 
وبعد هذا التمهيد نصل إلى تعريف الموترات في الفضاء رباعي الأبعاد على 
النحو: 
أ - موتر من الرتبة الصفرية (كمية لازمة) بعرف على أساس الكمية 
اللازمة أي الى لاتتغير في أي إحداثيات أو نتيجة دوران المحاور ويتم 


تحويلها على الصورة: 


U =U (44.6) 


ب- الموتر من الرتبة الأولى (متجه) يعرف على أساس الكمية الي يتم 
تحويلها على النحو: 


A. = a" A, )45.6( 


ل اساب الم و ترات وتطبیقاتما د 
ح- الموتر من الرتبة الثانية تلك الكمية الى يتم تحويلها على الصورة: 


B (46.6) 


مم wy‏ د 
uu 7 Cg 0 Ba,‏ 


والآن نتسآل عن كيفية كتابة المؤثر (07له7ءم0) 0 في الفضاء رباعي 


الأبعاد؛ بالاستعانة بالمعادلة (40.6) يمكن كتابة المؤثر ب على الصورة: 























2م "282 _ © 
e‏ "رن “2ق 8ق 
dx" ,‏ ا E‏ 
٣ )48.6(‏ = - 
المعادلة (47.6) مكن اعادة صياغتها على النحو: 
2 0 
E )49.6(‏ 





اذإ-2 
|| ده 


-[وعادة يرمز له ب ,2] وهو موتر من الرتبة الأولى [متحه] لي 


الفضاء رباعى الأبعاد وذلك حسب التعريف (45.6). 


ويوحد مؤثر (0267600) أحر يطلق عليه مؤثر دالمبيرت , 
)D 4167671 opemtor)‏ وهو موتر من الرتبة الثانية ويكتب على النحو: 
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2 2 2 2 
(50.6) عد في قود رطان و 


42 22ير0 ×2 62ر0 
ويمكن أن يكتب كذلك على الصورة: 


(51.6) ۶ ي 


حيث 72 هو مؤثر لابلاس المعتاد في الفضاء ثلاثى الأبعاد أما إذا أحذنا 


عع x!‏ 
2 
ba‏ 
(52.6( 4 5 
xX =z‏ 
x =ict‏ 
حيث 1-ل = 1 ففي هذه الحالة يكتب المؤثر ۶ على الصورة: 
2 1 2 2 
53.6( ` سد كد يراع 
c 2f ( /‏ 
ثانيا: تحويلات لورنتز Lorentz transformation‏ 
مصفوفة تحويلات لورنتز تكتب على الصورة [2/:- 
y -¥ 0 0‏ 
0 - 
INE (54.6)‏ 
0 7 0 0 
7 0 0 0 


0 حساب الموترات وتطبيقاتها س 
1 8 5 0006 
عدا رو ارو كل E E‏ 
العلاقة (54.6) تعطى م ركبات موترات الحاور من الرتبة الأولى [متجه] على 

النحو: 





: 


)35.6( 


الغا : فضاء رعات  Riemann space‏ 
الفضاء ذو ثلاثة أبعاد تحدد فيه المسافة (45) بين نقطتين متجاورتين 
رض ,× ,لوم و رتيق + تد ,تمر ,أل + “جم بالعلاقة التالية: 
3 
(dx J (56.6)‏ ¥ = #زعك) 
i=]‏ 
في حالة الفضاء ذي م من الأبعاد تحدد المسافة فيى بين نقطتين متجاورتين 


(57.6) أ اج ربع 3 = (ds)‏ 


زبع يطلق عليه الموتر المتري وهو موتر من الرتبة الثانية ويطلق على هذا 
الفضاء بفضاء رعان. أما في حالة الفضاء رباعى الأبعاد يصبح الفضاء فضاء 
منکونسکي (Minkowsk’s space)‏ ويو >3 به نظامين للأدلة الدمية (... ,لم ,لا) 
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حيث تأخذ القيم (1,2,3,4 = س) أو (0,1,2,3 = ب) في الحالة الأولى تكون 
الإحداثيات تخيلية: 


3-5 


XxX =X 
×= 
)58.6( 
X =7 
x =ict 
وهي مركبات موتر من الرتبة الأولى [متجه].‎ 
أما في الحالة الثانية تكون الإحداثيات حقيقية على الصورة:‎ 
x =ct 
x' =x 
)59.6( 
xX =y 
x =z 


النظام الثانى بالعلاقة التالية: 


(60.6) ۶ ل) - ترضيل) - #رابرق) - (*بd)‏ = (ds‏ 


6 الميكانيكا النسبية 


عند الانتقال إلى عالم النسبية يحب استعمال الفضاء رباعي الأبعاد فيصبح 
الموتر ذو الرتبة الأولى الذي يمثل مركبات الحاور الرباعية على الصورة 


x, = (x, c1) (61.6) 


بد حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وبإحراء عملية التفاضل للمعادلة (61.6) نمحصل على: 
dx, = (dx , icdt) )62.6(‏ 
حيث dx‏ موتر من الرتبة الأولى وعثل متجه ال موضع في الفضاء ثلاثي 


الأبعاد ومما أن طول الفترة في الفضاء الرباعي وهي كمية لازمة تعطى 
بالعلاقة: 


3 
(ds = Y (dx تر‎ - df )63.6( 


ويمكن إعادة كتابة المعادلة السابقة على الصورة: 


العف كير امومع 
(ds) = 24| 4‏ 


d2 )1 - 82( )64.6(‏ 2 د د رح 1) 242 د - 
2 


المعادلة الأخيرة نعيد صياغتها على الصورة: 


ds =ic (65.6) 


دعنا نسمي ب ٣ه‏ وعا أن ءي كمية لازمة إذا 4 كذلك كمية لازمة 
أي موتر من الرتبة الصفرية ويطلق عليه الزمن الحقيقي (ء«ذة ۲ر٥‏ ۶) في 
ا الو ا 
التغير ل بح العلاقة على الصورة: 
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1 dx 
عد‎ 0 TE )66.6( 
41 dt dr 7 


,۷ هو موتر من الرتبة الأولى في الفضاء رباعي الأبعاد ويطلق عليه متجه 
السرعة الرباعية في حين أن مركبات السرعة في الفضاء ثلاثي الأبعاد تعطى 


بالعلاقة: 
d xi‏ 
(67.6) 0 
العلاقة (66.6) يعاد كتابتها على الصورة: 
V, = Y(V, ic) )68.6(‏ 


الز حم الخطي (Linear momentum)‏ يعطى في الميكانيكا الكلاسيكية 
بالعلاقة: 


حيث :7 كتلة الجسم وفي حالة وجود الكتلة في مناط اسناد ساكن يطلق 
عليها كتلة السكون (و5ىه” )٣٠١1‏ ويرمز ها بالرمز م بضرب هذه الكمية في 
المعادلة (68.6) نحصل على: 


P, = mo V, = (ymo VY , iCc Ymo) (70.6) 


ومن المعادلة (70.6) و (69.6) نحد أن الكتلة :م تعطى بالعلاقة: 


بل حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


= Ymo (71.6) 





m= 


1-8 


ومنها نصل إلى معادلة آنشتين المشهورة الي تربط الطاقة والكتلة وتكتب 
على الصورة: 
)72.6( يور > ]1 
وهي موتر من الرتبة الصفرية وهذه المعادلة من أهم المعادللات ف الفيزياء 
الحديثة حيث ربطت الكتلة والطاقة واصبحا وجهين لعملة واحدة. ومن 
العلاقة (70.6) و (72.6) بمكن ايجاد وم على الصورة: 


a )73.6( 


ف 


وبالتعويض ف المعادلة (70.6) نحصل على م ركبات موتر الزحم الخطي في 
الفضاء الرباعي. 


P,=(P,iPJ=(P,i&) (74.6) 
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6 أمثلة متفرقة : 
مثال (1.6) 


أثبت أن معادلة المو جه الكلاسيكية ليست كمية لازمة (i4۸1«ه«م:)‏ تحت 
التحويلات الخاليلية :(Galilean transformation)‏ 


الحل: 
معادلة الموجه الكلاسيكية تعطى بالعلاقة [2]: 











م2 مر ©8032 ¢ ”2 020 
0 ا ا ST‏ 
حيث أن 

0= (x,y,z, 1) )76.6( 
X=xX—vt 

2-2 

z= (77.6( 
f=t 


المعادلات السابقة تمثل العلاقة بين الإحداثيات القديعة والجديدة نقوم الآن 
بتحويل معادلة الموحة (75.6) إلى الإحداثيات الجديدة (3*,7,2,2) م من 
حلال المعادلات (77.6) وبإستخدام قاعدة السلسلة نحصل على: 
(78.6) لو 0 ل ا 


الد لمل 
XxX 09037 28# 2020 207 2‏ 


E 
«|| © 
به‎ 


929 
dx 


به 





د حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


ومن المعادلات (77.6) نحصل على العلاقات التالية: 


5 )79.6( 


بالتعويض ف المعادلة (78.6) من المعادلة (79.6) نحد أن: 


2 (80.6) 


- 0 = 





260 
(81.6) و = 


وار غر ا 9 من المعادلة (80.6) نجد أن المعادلة (81.6) أحذت 














الصورة: 
م2 +02 
)82:0 0 
وبالمثل نحد أن: 
6 _ م97 
TSE )83.6(‏ 


وكذلك 
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= )84.6( 











تقوم اول بإستخدام قاعدة السلسلة حيث نحد أن 


dp dt‏ 2002 07 28 <2 290_ و90 
85.6 لت اك لكا AR RA E‏ 
EEE ET GET 20722201 27 0‏ 


ومن المعادلات (77.6) نحصل على: 











0 
dt‏ 
(86.6) و 
ف 
dt dt‏ 
بالتعويض بالعلاقات (86.6) في المعادلة (85.6) نحصل على: 
LEL )87.6(‏ 
dt "2F 707 ١‏ 
ومنها نحد أن: 
2 2 2 2 
)886( ` سي وو لك 


= + 
I COE, TOE DF 


بالتعويض في معادلة الموجة (75.6) من المعادلات (82.6) و (83.6) و 
(84.6) وكذلك (88.6) نحصل على الصورة: 


3 حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


2 2 2 
اله خف‎ 4 0 0 y 
dx” 0372 @7? ce 








27 م ”9 م‎ 20 
2 22 ِ 89.6 
g7 OOF 7 0 











ويمكن اختصار المعادلة السابقة إلى الصورة 


2 2 3 2 2 2 

vy | 27 ¢ 27 ¢ 02+ 1 9¢ 2v 24 
1- E SERE ka E و‎ EFFET ENE 0.6 
| TT E ا‎ 








39). ET 
الحد الثاني في الطرف الأيمن ا‎ 


معادلة الموجة الكلاسيكية ليست لازمة. أي أن معادلة الموحة لا تتغير مشل 
موتر تحت التحويلات الجاليلية وهذا لا نستطيع استعمال هذه التحويالات 


للمعادلة الموجية. 


أ في المعادلة (90.6) يبين أن 


2-3 
4 


مثال (2.6) 
اثبت أن معادلة الموحة الكلاسيكية كمية لازمة (۸1 ۲4 ۾«) تحت 
تحويلات لورنتز المعادلة (55.6) . 
الحل: 

تحويلات لورنتز تعطى من المعادلة (55.6) على الصورة 


(8-<) برد 


N سا‎ 


|»' اه ربجم 


)91.6( 
6 


=7 )1-= × ( 
2 
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(92.6) دور ر 


بإستخدام قاعدة السلسلة كما في المثال السابق جد أن: 





























¢ 9 0/002 م02 20 0 0 
.93 للد - ل 
dF 0‏ كم 7 200007 0 EES‏ 
و 
م2 020 
94.6 - 
06 7 ”رd‏ 
ر 
ه02 م27 
95.6 = 
١ /‏ 2ج 2z‏ 
CA‏ 3490_2209 
E GA TST 0‏ 






بالتعويض ف معادلة ا موجه (75.6) بواسطة المعادلات (93.6) س (96.6) 











نحد أن: 
AS E E RL‏ ا ER AR‏ 
2ج dy”‏ 2 كم 0201 dx? c‏ 
¢ 22 ¢ 2 2 7 7 1 
97.6 كن رو کے ے د 
TFI 7 DP 9‏ مق 7 


يمكن احتصار المعادلة (97.6) إلى الصورة: 


بعد حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


2 2 
)98.6( 4 ام-1 يم + ,2£ )8 )7 














ولكن من المعادلة (92.6) نحد أن: 
(99.6) 701-80-1 
المعادلة (98.6) تكتب على الصورة الأخيرة وهي: 


2 2 2 
)100.6( م 27 06291 4 0 


المعادلة (100.6) تبين أن معادلة الموحة تمثل كمية لازمة تحت تحويلات 
لورنتز أي تسلك سلوك موتر. 
مثال (3.6) 

اثبت أن موتر عزم القصور الذاتي للجسم الجاسئ يعطي بالعلاقة: 

= Ym” (rJ ربق‎ - x? ل د‎ 

الحل: 

الجسم الحاسى متكون من مجموعة جسيمات متماسكة بفرض أن الجسم 
ب» كتلته “:, ومتجه موضعه “م يدر حول حور خلال نقطة الأصل 0 بسرعة 
زاوية «. وحيث تعرف كمية حركته الزاوية الكلية بالعلاقة: 


(101.6) “طم 3m r“‏ درا 
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حيث م كمية الحركة الخطية وتعرف على الصورة: 


)102.6( 


١ هم‎ 
Il 
8 

لحل 


حيث r‏ السرعة الخطية وعلاقتها مع السرعة الزاوية 00 تعطى بالعلاقة 
التالية: 


Ar (103.6)‏ م ع 


> 


بالتعويض ف المعادلة (101.6) من ال معادلة (102.6) نحصل على: 


)104.6( 


وال 
١‏ 
¥ 
8 

1 > 
2 
1١ - 


حيث تكتب 7 و + في صورة مركبات متجه على الصورة: 


ê (105.6)‏ زعام 

و 
r=x ê, (106.6)‏ 
k‏ ب 


بالتعويض ف المعادلة (104.6) من المعادلتين (105.6) و (106.6) نحخصل 


على: 


L= ym" x x (ê; ^ê) (107.6) 


يمد حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


بالتعويض عن قيمة ( ,۸ ,) من المعادلة (25.2) في المعادلة (107.6) يمكن 
كتابة المركبة ¡ لكمية الحركة الزاوية الكلية على الصورة: 


3m" Eijk xf xf (108.6)‏ درا 


ولكن من المعادلة (103.6) والاستعانة كذلك بالمعادلة (25.2) يمكن أن 
نكتب المر كبة م للسرعة الخطية على الشكل: 


Oj Xm )109.6(‏ ع ىر ر © = X4‏ 
بالتعويض بالمعادلة (109.6) في المعادلة (108.6) نحصل على: 


L= Ym" ورك‎ €imt xX O, 3 (110.6) 
0 


بالتعويض عن قيمة (يمرج عززع) من المثال رقم (8.2) يمكن أن نكتب المعادلة 
(110.6) على الصورة: 


Li= Ym" (6i Sjm- Sim jı) Xx عند‎ ®, (111.6) 


بفك الجحمع حول الدليل ” فقط في الحد الأول من المعادلة (111.6) و فك 
الجمع حول الأدلة ( , ز) في الحد الثاني لنفس المعادلة والتعويض عن قيمة ب 
(ر× ر× = 2) نحد أن المعادلة (111.6) يكن إعادة كتابتها على الصورة: 


(112.6) به x)‏ عد لررة تر Ym" (r‏ درا 
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ومن تعريف كمية الح ر كة الزاوية الكلية الى تعطى بالعلاقة: 
9 00 نآ = Li‏ 


بالمقارنة بين المعادلة (112.6) والمعادلة (113.6) نحد أن موتر القصور الذاتي 
يمكن أن يكتب على الصورة: 


xf [ )114.6(‏ د S1-‏ ثلا م)] 3m"‏ دا 


مثال (4.6) 


إذا عرفنا موتراً من الرتبة الثانية , ,۴ ملتوي التماثل في الفضاء الرباعي 
بحيث [8 = در۴؛ وبشكل دوري بتغيير الأدلة] حيث 4 تمثل مركبة المجال 
المغناطيسي والمر كبة ۴ تعطى بالعلاقة [:2 - = ۴؟ (حيث 1,2,3 عن)]» 2 
تمثل مركبة الخال الكهربي. وكذلك نعرف موتراً من الرتبة الأولى. 5 على 
م ا J‏ كثافة 
التيار. اثبت أن المعادلة 5 - 24 خش مثل بعض معادلات مأكسويل حذ 


X4 =‏ 
الحل: 
عا أن الموتر ملتوي التماثل إذاً يمكن كتابة العلاقة التالية: 


)115.6( 


A 


وخناء حساب الموترات وتطبيقاتما سس 


ومنها نحد أن: 


F =0 (116.6) 


HH 


أي أن جميع العناصر القطرية تساوي صفرا؛ ومن تعريف الموتر ۴ يكن 
كتابة بقية العناصر على الصورة: 


N 
Il 


(117.6) 


لے لان لان 
الس 
I Il‏ 
ھڅ ع ج 


ومن التعريف -D;‏ = برآ ؛ 23 =1 نحد أن: 


D,‏ ~= هر[ 
ولط —= يو[ 


من المعادلات (117.6) و (118.6) واستخدام خاصية التواء التماثل يمكن 


0 H, ره‎ -D, 

-H, 0 H, رهد‎ 
H, -H, 0 رهد‎ 
D, D, ره‎ 0 


[Fı] = (119.6) 


المعادلة ,؟ - خش یکن كتابتها بشكل مفصل على النحو: 
Xx‏ 


Fı 2ف‎ QF (QF _ 


7د رد 
dx, dx, dx, dx, 1 + 29)‏ 
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QE 32 QF 354 





J 21.‏ > رى 
dx, @x, dx, 7 2‏ بع 
ل :9 QF QF‏ 

122.6 ل = $ 2ق 
d*, dx; dx, E ١ ٤‏ 
Cl Ta U OLE (123.6)‏ 


dx, ون و02‎ 0*y, 


بالتعويض عن قيم عناصر الموتر رر۴ من المعادلة (119.6) يمكن كتابة المعادلة 
(123.6) على الصورة 
و 3D, 9P,‏ 
و0 dx, dx,‏ 











V.D =p (124.6) 


المعادلة السابقة تمثل أحد معادلات ماكسويل. وبالتعويض عن قيم عناصر 
ا موتر ر١۴‏ في المعادلات  )120.6([‏ (122.6)] نحصل على: 








dH, 28ر١‎ 2D, 

RA 125.6 
3 ا‎ e 0 
E A 3 126.6 
(2 0 06 7 م‎ 


(127.6) ول = 





dH, _9 81 2D; 
dx, و03‎ 01 


بضرب طرف المعادلات [(125.6) -> (127.6)] في وحدات المتجه 
(,ة, رة, ,) ثم جمع تلك المعادلات نحصل على الصورة: 


dD 
گے کو‎ (128.6) 
dt 


مه 


Y.H =‏ 
وهذه أيضاً تمثل أحد معادلات ماكسويل وهو المطلوب. 


مثال (5.6) 


استخدم المعادلة (39.2) والى تعطى بالعلاقة: 


Eijk det A = € ربظرى:‎ Ajm معش‎ 


2 -3 4 
؟A=|1‎ 0 -2 لإيحاد قيمة الحدد‎ 
0 شك‎ 66 
الحل:‎ 
نحصل على:‎ )39.2( 
det A = Elman Aıı A2m A3 n (129.6) 


بفك الجمع حول الأدلة (۸ , :” ,1) للمعادلة (124.6) نحد أن 
A23 A32 + €312 A13 A21 A32‏ ررك 132 € + ويك A22‏ ررك det A = € ı23‏ 


+ E321 A13 A22 ورك وررع + روك ويك ورك €231 + روك‎ A21 A33 


)130.6( 
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بالتعويض عن قيم بج وكذلك قيم عناصر الحدد 4 ي المعادلة (130.6) 
det A = (+1) (2) (0) (-6) + (-1) (2) (-5) + (+1) (-4) (1) )-5(‏ 
(6-) )1( (3-) (1-) + )0( )2-( )3-( )1+( + )0( (0) (4-) (1-) + 
ومنها نحد أن 
det A = -18 (131.6)‏ 


وهو المطلوب. 


مثال (6.6) 


أثبت أن التحويلات التالية: 


X, =x, 0055 0- 1 sinh 0 
Xx =x» 
(132.6) 


×= و 


5 XxX 8 
غم‎ =tcosha——L sinh 0 
c 


في الفضاء الرباعي تمثل نفس تحويلات لورنتز المعادلة (55.6) ؛ حيث 


يعرف (/ ا tanh a=‏ و بده ). 


د حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


بأخذ » #ومء كعامل مشترك من المعادلات (132.6) والتعويض عن قيمة 


1011110 نحد أن: 
x, =cosh@ (x, —fv)‏ 
×= ¥ 
)133.6( ,=¥ 
وم لدم ممه 4 
c‏ 
وما أن 1 - sinh a = cosh? a‏ 


وبالقسمة على ب0 7:[وم- والتعويض عن قيمة 0 ۸رمع جحد أن: 


eê 
ae (134.6) 


cosh? a 
بمكن اعادة كتابة المعادلة (134.6) على الصورة:‎ 


1 
. cosh a= 01-82 - 





إذا نحصل على: 
cosh 0) = Y (135.6)‏ 
بالتعريض عن قيمة 0 ومع من المعادلة (135.6) في المعادلة (133.6) نحصل 


على نفس المعادلة (55.6) اليّ تمثل تحويلات لورنتز وهو المطلوب. 


مثال (7.6) 
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أوجحد مصفوفة التحويل عند دوران محاور الإحداثيات الكارتيزية حول 


احور و× خلال زاوية 6 كما هو مبيّن [بالرسم (1.6)] ثم أوحد مصفوفة 
التحويل: 


الحل: 





من الرسم وبيجمع مركبات احاور (ر× , ر× ,ز) الساقطة على الحاور الجديدة 
(,, ر×, ,) تحصل على: 


X, =X, 005 0 + رن‎ 068 
)136.6( 


XxX; =— x, 510 + رع‎ 050 ٠ 


و16 > و 
( ور ر) هي مركبات موتر من الرتبة الأولى» المعادلة (136.6) يمكن 
كتابتها على شكل مصفوفة على النحو: 


Xx, cos sinê 0١ (x, 


(137.6) 


Xx, | = |—-sinOê cos 0| |x, 
ود) )1 0 0 و‎ 


بهد حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


إذا مصفوفة التحويل [ر:4] تكتب على الصورة 


A» As cos sinê 0‏ ربكل 
[Aijl = | A4, A, A, | = j| -sir@ cos 0 (138.6)‏ 
727 0 0 ووھ ريك ريك 


وبهذا نستنتج أن الموتر من الرتبة الأولى يمكن أن يعرف على أساس الكمية 
الي يتم تحويل مركباتها على الصورة: 


7 = Aij Xi (139.6) 


من المعادلة (138.6) يمكن ايجاد معكوس [ر:4] على النحو: 
cosê —sinê 0‏ 


[Aij] = | sinê cos 0 (140.6) 
0 0 1 


ومنها جد أن التحويل العكسي يكتب على الصورة: 


xX cosê —sin0 0 
xy | = | sinê cos 0 (141.6) 
5 0 0 1 


وهو المطلوب. 


مثال (8.6) 
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ضع معادلة بقاء الشحنة 0 = 52 + /.9؟ حيث م كثافة الشحنة و 1. 
كثافة التيار في صورة موتر في الفضاء الرباعي: 


الحل: 


عا أن معادلة بقاء الشحنة تعطى بالصورة: 


نه 
)> 





V.J + £ =0 (142.6)‏ 
dt‏ ~~ 
ونفترض أن لدينا المعادلة التالية: 
ش 2J‏ 
(143.6) - ۳ 
012 


حيث تمثل المعادلة السابقة تغير مر كبات موتر التيار في الفضاء ا 
(4 ,3 ,2 ,1 = مر i,‏ = ي»). بفك حدود المعادلة (143.6) حول الدليل ير لنمحد 
أن: 


)144.6( ھم 214 :22 :23 ,21 


وبما أن الحدود الثلاثة الأولى تمثل تباعد دالة مركبة كثافة التيار في الفضاء 
ذي ثلاثي أبعاد أي أن (7.؟) » وبالمقارنة بين المعادلة (142.6) والمعادلة 


(144.6) بالنسبة إلى الحد o‏ نحد أن: 
X4‏ 


J4=icp (145.6) 


بها حساب الموترات وتطبيقاتها سس 


وبهذا فإن ,(مء: , 7 ) = ,ل والمعادلة (143.6) تمثل معادلة بقاء الشحنة في 
الفضاء الرباعي في صورة موتر وهو المطلوب. وبهذا فإن قانون بقاء شحنة 
يكون صحيحاً في جميع مناطات الاسناد القصور الذاتية. 


مثال (9.6) 
ضع معادلة القوة الي تؤثر على شحنة تقع في محال كهربائي ومغناطيسي 
وتسمى بقوة لورنتز وال تعطى بالعلاقة .م 8+4 م-5 » في شكل موتر 
في الفضاء الرباعي. 
الحل: 
أولاً نقوم بإعادة كتابة معادلة قوة لورتتز على النحو: 
F=pE+LJAH (146.6)‏ 
ا 4+ ل-+8م- م8 


بفك مركبات القوة للمعادلة (146.6) نحد أن: 


Fı = PE, + Û J2 و88‎ - J; B>) (147.6) 
2 


بالاستعانة بالموتر [,۴] المعرف في المعادلة (119.6) والتعويض عن قيمة 
ر = م) من المعادلة (145.6) نحصل على: 


4 
ic 


F, = ع )ی‎ hE (148.6) 


4 
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حيث 8 ,=( وبفرض أن 1 = رع يمكن اعادة كتابة المعادلة السابقة 


على الصورة: 
Ja} (149.6)‏ بر + J3‏ ورا + {Fı Jı + F2 J2‏ . = 1 


وكذلك بالنسبة للمركبات ر۴ و و۴ » أما بالنسبة للمركبة الرابعة والبيّ 
تكتب على النحو: 


1 
)150.6( زول F44‏ + ول F43‏ + ول F4 = {F14 Jı + F42‏ 
فإنه بعد التعويض عن قيم عناصر الموتر 7,,/ نحصل على: 


EISELE )151.6(‏ ديع 
€ 


واليّ يمكن كتابتها على الصورة 


E.J (152.6) 


| يم 


F4= 


المعادلة (51.6) » والمعادلة (149.6) يمكن وضعهما في معادلة واحدة على 
النحو: 


F,= Fad, (153.6) 


u 


وهذه المعادلة هي قوة لورنتز في صورة موتر في الفضاء الرباعي وهو 
المطلوب. 


5 حساب الموترات وتطبیيفاتها سسب 


عارین 


1- اثبت أن طاقة الحركة بحسم جاسئ يدور تعطى بالعلاقة ره ره ر[ك = ۲ 
حيث ١ر1‏ موتر القصور الذاتي و ص السرعة الزاوية. 


2- إذا عرفنا الموتر من الرتبة الثانية [,,0/ ملتوي التماثل في الفضاء الرباعي 
بحيث و8 = در (وبقية المركبات تعرف بشكل دوري بتغير الأدلة) 
حيث 8 تمشل م ركبة اتحال المغناطيسي وقيمة [,,0] حيث 3 ,1,2 = : 
تعطى ب :8 = 2 » ۴ تمثل م ركبة انمجال الكهربي (ضع ۲ = x4‏ 
للتبسيط): 


أ - اكتب مصفوفة ا موتر [,,0]. 
, دگ , ل قل بعض معادلات 


مأكسويل مع ملاحظة أن (2 ,۷ ,) لا e‏ 


3 


مره. 


ب- اثبت إن المعادلة 0 = 





3- اثبت صحة العلاقة ع ر4 “لاج - = ( م )u1‏ . 


0 0 1 
4- أوجد قيمة المحدد 14ء حيث |5 3 4=|2؟ 
3 7 4 


5- اثبت أن سرعة جسم تعطى بالعلاقة ت به اكات ا۷ = ۷ وعحاه 


تعطى بالعلاقة ,2 2 ا 4 -: 
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6- حلل Ail Aj m Akn‏ ,رم ع م زرع حیث نمثل 4 أي مصفوفة احتيارية. 


7- 1أ- اثبت أن معادلات ماكسؤودل سيت لازمة تحت عملية التحويلات 
الجاليلية. 


ب- اثبت أن معادلات ماكسويل تثل كمية لازمة تحت تحويلات لورنتر. 
8- ابت أن 0= Eijk‏ ز۰ 
9- اثبت المتطابقة: 
.C)‏ 4.82()8)-(4.0()8.2)-(طام ©).(48) 


بإستخخدام ا موتر الزائف ‘Eijk‏ 
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